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* RAPPORT 

SUE LE MA» USCRIt: SOUMIS A L'EXAMEN lie L'ACADÉMIE "' 

La Géométrie descriptive, dans l'acception qu'on a donnée à ce mot de- 
puis J 'clabbsscmcnt de l'École polytechnique, enseigne à représenter sur, 
une surface plane les objets qui ont Trois dimensions, et à résoudre par 3e 
seul secours de la règle et du compas, en partant des données d'un dessin 
geométml, des questions qui, de primé abord, sembleraient exiger, des 
moyens beaucoup plus compliqués. 

L'cipéricnce >™t conduit de bonne beure au* procédés d'après lesquels 
les artliitcclcs , les tailleurs de pierre ci les charpentiers construisent leurs 
épures,- mais ces méthodes n'ont été réunies en corps de doctrine cl débar- 
rassées de tout empirisme qnc de nos jours. Ccst à M. Monge qu'on en est 
rulevalilr. Lis Li'.iin. de Géomélrii; dpyiipli-e.di! savant i]luj.lrc, njn- 
ferment une eiposititjn du principe ili? !a sciL'iiti:, qui sera toujours citée 
comme un modèle parlait do clarté. On regrette, toutefois, qoe cet Outrage 
oc soi! pas plus étendu; car les artistes qui n'ont pas fait une étude spé- 
ciale des Mathématiques ne peuvent se rendre les méthodes de projection 
familières, qu'en variant les données des questions et en s'exerçant sur un 
grand nombre d'exemples. Déjà, en 1813, M. Hachette aiait rempli en 
partie cette laçons par un supplément faisant suite aux Leçons de M. Mooge, 
et auquel l'Académie accorda son approbation. 



' O, maiDKrit et «lai do I. ptmib™ Édition. Li ch. IV du. li.. IV „'<■ £.ia»< p.. 
partie LTlUu, doal le nombre dis plancha a été parle 1 60 , et dam «Ile .étende H,- 
lion i 65, n'en prijcntiit ^oc 59. 



C'est eu sniTsnl les traces da dirai savans que nous venons do nommer, 
ses anciens professeurs à l'École polytechnique, que M. Yallce a rédigé le 
Traité complet dont l'Académie nous a chargés do lui rendre compte. _ . 

Cet Ouvrage; corn posé do plus de cinq cents pages in-4" ; ,rWt divise,.. 

(, njâ la fin de l'iniroductioo). 

L'Ouvrage de M. VaHée est trop élendn pour que vos ConlniipjOWto 

îrJiM^veeTttentiou les parties les plus difficiles , et se plaisent s reconnaître 
qu'elles sont rédigées avec Lc.iutBnp de méthode et de clarté. 

Le* 5g planche., qui accompagnent le laie sont parfaitement dessinées. 
Chaque épure offre, dans les plus petits détails, loutes4es constructions 

nV^cmarque aucune confusion. En uji mot. il non-* paru qu= !„ nouveau 
Truite de M. Voilée, esl digne, sut» loin ta rapports , derapproTiation.de 
l'Addimie. 11 est à désirer que cet hulule Ingénieur puiise trouver dans 
les cnBim-agcmcns du Gouvernement, les moyens de livrer son Ouvrage a 
rimnnsiioô, et qu'il achovr errai don! il .'.-I déj:. .moipé, et qui doivent 
,-ontenir les application; de la Géumétriu dcso-ipllvs a l'art du charpentier 
cl à celui dr/1aillcur de pierre. 

Signé tlOTT, FcrcurEU, Amioo mpfmttnr. 
I/Aradémie approuve le lUpport et eu adopiclcs conclusions. 




INTRODUCTION. 



INos idées ne sont pas toutes de nature à pouvoir être commu- 
niquées par le moyen d'une langue écrite ou priée. Celles qui 
tiennent oui formes et aux positionsdes corps sont particulière- 
ment dans ce cas; aussi a-t-ou sonvivil besuiu, pour les trans- 
mettre, d'aider le discours de représentations qui s'adressent à 

La Géumétrie élémentaire, quoiijfc'cilc ne considère que des 
grandeurs fort simples, fournil, per jnîtur Mi-iTn-nl dus eiempiesoù 
ce besoin de représentations se fait sentir. Il est vrai que les 
figures qu'elle emploie ne sont pas absolument Indispensables, car 
leur composition étant toujours expliquée par le teste, on peut , 
à la rigueur, les concevoir dans l'espace sans l'aide d'un dessin ; 
mai* comme elles montrent tout d'nn coup des grandeurs que le 
discours ne décrit que Sficcessi veinent , elles sont toujours extrê- 
mement utiles. 

Ces ligures, malgré les idées de rigueur que l'on attribue géné- 
ralement à Jout ce qui dépend de la science de l'étendue, soni 
pour la plupart tracées arbitrai renient, et sans autre règle que 
ee qu'on appelle lUge-fit.- On no sait exécuter rigoureusement, pi- 
les principes. de la Géométrie élémentaire, que les figures qui 
représentent dea grandeurs situées dans un même plan : les autres 
nesbirt'^'aes'cspéees de mes, faites d'après des convention-, 
tacites dépourvues quelquefois de toute exactitude. Ainsi, par 
exemple; la ligure du cylindre circonscrit à la sphère, qu'Ar- 



chimèdc tit graver bur bod tombeau , cl qu'on retrouve flans Ions 
les élémens du Ouiirinîtriii, ftst il m- [igu™ inexacte; parce qu'elle 

qui selon des principes rigoureux ne peut remplir cet objet. 

propres, les unes que les autre!., 'i liter dans l'esprit l'idée des 
grandeurs qu'elles indiquent. Elles présentent .seulement une 
différence tien remaïqualilr, r'ist qu'on opeie avec la règle et le 
compas par iemoyen des premières, el qu'on ne peut point opérer 
par le moyen des dernières. Nous allons rendre cette vérité sen- 
sible, au moyen de deux problèmes. 

I" PxoMIràxs. Trois points étnnt donnés sur un plan, trouver 
le centre du cercle auquel ils appartiennent. 

Problème. Quatr3*points étant donnés dans Tespace, 
trouver le centre de la sphère à laijuelle ils appartiennent. 

On sait qu'on résoudra le premier problème en élevant, sur le 



s perpen 



econd, 



on sait que chaque plan perpendiculaire au milieu d'une dos 
droites qui joignent deux des points donnés contient le centre 
demandé , et que ce centre est conséquemment l'intersection de 
quatre plans déterminés. 

Ou connsît donc le moyen d'obtenir les solutions de ces deux 
problèmes, et il suinLlnrait , d'après cela, que la Géométrie 
élémentaire enseignât les constructions , nécessaires pour les 
résoudre tous les deux : c'est pourtant ce qui n'est pas. On résout 
complètement le premier, parce que les données qui lui appar- 
tiennent, et les constructions qu'il exige, sont toutes dans un 
même plan, en sorte que la ligure contient toujours le cercle 



demande. Il en esttont autrement pour le second: le raisonnement 
définit bien la position du centre de la sphère cherchée; une figure 
de Géométrie élémentaire peut liien la représenter, ainsi que 
tous leS plans quiseeoo.pent suivant son centre et qui le détermi- 
nent; mais ce n'est pas une figure exacte sur laquelle on puisse 
Opérer et prendre la vtiri rallie L'nsinleii r (11; Li-pii'r-M.-ii'irl 1 1 1] ' lj :i i ■ 
espèce de vue, qui aide l'esprit à concevoir le mécanisme de la 
solution, et qui n'est d'ailleurs d'aucune utilité. 

Or, il y aune infinité de problèmes, très utiles pour les arts, 
qui sont dans le même cas que le dernier de ceui que nous 
venons d'eiaminer : il est donc nécessaire d'avoir un moyen de 
construire leurs solutions; et pour cela il faut savoir opérer sui- 
des grandeurs situées dans l'espace, aussi rigoureusement qu'on 
opère sur des grandeurs situées dans un mémo plan. 

Opérer sur des grandeurs connues, ou représenter des gran- 
deurs définies, c'esi. ilaillcci:-;; la ii sème chose-, car les opérations 

ce résultat. Ainsi, avant resntn la question de représenter un 
système de grandeurs données, ou ce qui revient au même, de 
représenter an corps dont toutes les parties soient rigoureusement 
définies de forme et de position , onsaura Jairo surdes grandeurs 
quelconques toutes les opérations possibles. 

Pbur parventrà ta résoudre, nous allons eiaroiner la nature dn 

moyen de représentation qui réunira la commodité des opéra- 
tions à la rigueur des résultats. 

Imaginons dans l'espace un corps , par elempleun polyèdre, 
vu par un spectateur placé dans une position fiie. Tous' les points 
du polyèdre, visibles pour le spectateur, enverront à son icil des 
rayons Inmineuidont l'ensemble produira la perception du corps : 
et si l'on considère séparément une face de. ce polyèdre , il est clair 
qu'elle sera la base dune pyramide dont l'œil sera le sommet, et 



ïij INTH0DIICT1ON. 

qui sera renjplia par les rayons lumineux. Col» posé, concevons 
qu'on place le plan d'un tableau en arrière du polyèdre, el qu'où 
prolonge jusqu'à ce plan les faces delà pyramide dont nous venons 
de parler; «liée détermineront sur Le tableau un polygone d'in- 
tersection qui sera l'image de la lace un question , et l'on obtiendra 
celle du polyèdre tout entier , eu exécutant la même opération 
pour chaque faqe apparente. Déplus, il suffira d'ajouter au dessin 
obtenu l'artifice des couleurs, pour qu'il produise toute l'illusion 

Or, un la! dessin «s t ce qu'onappelle une vue linéaire, ou une 
perspective linéaire (*) de l'omet représenté; et. la position de 
l'œil, dit spectateur est cequ'on nomme le point de vue de cette 
perspective. 

Les dessinateurs habiles parviennent, il est vrai, sans tout cet 
appareil de constructions, à former des images assez iiùcles des 
objets qu'ils ont sous les jcuij mais il est «vident que .leurs 
dessins représentent d'au tint mieux les formes de cesobjets, qu'ils 
approchent davantage de la perfection mathématique que l'on 
vient d'indiquer. 

Revenons à la face polygonale que nous avons considérée. Si 
elle est parallèle au plan du tableau, l'image et l'objat seront deux 
polygones semblables qui ne différeron t queplar leurs dimensions ; 
et si elle est oblique, l'image ne sera, pas mime semblable au 
modèle ; il sera altéré en tous sens, et de telle sorte que deux 
cotés, qu> dans l'espace seraient égaux et parallèles, auront leurs 
isrvisfs imigales et non parallèles. 

En s'arrdtanl » l'hypothèse d'une face parallèle au plan dn 
tableau, on -Toit que, la différence, entre l'image et le modèle 



(*) Oh se contente quelquefois de la dénomination de ifri? ou de jicn/icr- 
Jréc, mais idiloOs devons emptojer PejWtiiete de liiwiire, afin qu'en! rn- 
teude uw.queî'inwge ne prswnte que d« ligna. 



INTItODUCTIOW, liij 
diminue, à mesure que le point de vue s'éloigne; c'eat-à-dire , à 
mesure que les rayons visuels, menés de l'oeil à chaque point de 
l'objet, deviennent moins divergens. Qu'arriyera-t-il ai le point 
de vas, que l'on doit supposer place snr onc perpendiculaire cor- 
respondante au centre du tableau, s'éloigne assez pour que ces 
rayons puissent être considérés comme parallèles entre eux? Il est 
évident, i°. que toute ligne parallèle au plan du tableau sera 
représentée daus sa véritable grandeur, et qu'il ne manquera plus 
à la description complète de m tir ligne, que ni distance à ce plan; 
3°. que toute ligne perpendiculaire sera représentée par un point , 
et que, pour qu'elle soit entièrement connue, il ne manquera que 
îes distances de ses extrémités au plan du tableau; 3°. enlin, que 
toute ligne oblique sera représentée par une autre ligne, et que 
l'on aura la longueur delà ligne représentée, quand ou connaîtra 
les- distances des extrémités de celte ligne au tableau; car ces 
distances détermineront avec la ligne qui servira d'image, un 
trapèze dont les angles adji.ivin ù •■•■lin i[iiag« seront' droits, et 
dont le quatrième côté sera la ligne représentée. En un mot, 
toutes les arêtes du iiok-id te, ei toutes ses diagonales quelconques, 
seront représentées de manière qu'il ne manquera plus, pour les 
connaitie entièrement, que d'avoir les distantes du tableau au* 
lillTiYiTiH Miiuin^t-, du pohèdre. 

Or, il est visible que ces dislances seront données immédials- 
ment par une seconde représentation de l'objet, faite sur un plan 
perpendiculaire nu premier tableau ; et que chaqao tableau sera 
représenté sur l'autre par leur commune intersection. 

Si le premier tableau est horizontal, par exemple, le second 
sera vertical, tous les rayons visuels correspondons au premier 
seront Verticaux, et ceuï qui correspondront au dernier seront 
horizontaux; toutes les lignes horizontales seront représentées sur 
le premier dans leurs grandeurs réelles, et tontes bis lignes ver- 
ticales aussi dans leurs grandeurs réelles sur le second; toutes les 



lignes obliques seront faciles à construire par le moyen de tra- 
pèzes qui seront détermines, et qui donneront les angles de ces 
lignes et des tableaui : enfin , sachant trouver la véritable gran- 
deur d'une ligne oblique représentée sur les deux tableaux, on 
saura trouver les grandeurs des côtes d'un triangle quelconque 
dont on aurait les représentations sur les mêmes tableaux ; et 
comme ses angles s'ensuivront, il est clair qu'on pourra con- 
struire dans leurs véritables dimensions toutes les grandeurs dé- 
pendantes de l'objet représenté. 

Ainsi l'on pourra déduire delà représentation d'un plan quel- 
conque et de deui droites quelconques, les angles-des droites et 
du plan, l'angle des droites entre elles, leur plus courte distance, 
les plans menés par lesdroites perpendiculairement au plan repré- 
senté, l'intersection de ces plans, etc. , etc. 

Tel est le mode rigoureux de représentation adopté par les 
artistes, et dont cette première idée ne peut que faire en trCvoir les 
avantages. 

Les figures que ce mode exige, et qui sont déterminées, comme 
Htm-; l';iv;ir.s dit . par ici picih du pe-piinliruLiiri^ .îlmisséus d'un 
système quelconque de points sur un plan , s'appellent des pro- 
jections orthogonales. . 

Quelquefois ces figures s'obtiennent par le moyen des inter- 
sections de droites parallèles entre elles, maïs obliques par rapport 

aÙùprs (*). SOrCS \ 81 P ° n l,en0mdC ^ ,CC " 0 '" 
Dans tous les cas, on donne à ces plans le nom de plans de 



(*) Il y a une troisième sorte de projections qu'on nomme projection! 
cctittules, pirec que les lignes qui Tes déterminent partent toutes d'un 
iii./uiL l'Oinl q.i'.->ii nniiim^ rrnttT. l..^ ;>rlij';':l!UTij jLippcllcnt proprement 
îles perspectives - lt livre 11 île la Science du Dessin enseigne tout ce qui 
s'y rapporte. . 
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projection , el l'on connaît sous celui de Méthode des projections, 
les différentes manière'. rl'upeier mji- les grandeurs géométriques 
par le moyen des projections obliques el orthogonales. 

Les objets dont on s'occupe dans la pratique ayant presque 

verticale, il est naturel de les ia]>porLev à des plana de projection 
horizontaux et verticaux; aussi l'usage de ces plans est-il très 
fréquent. On nomme projections horizontales , les projections 
laites sur des plans horizontaux; et celles qui sont faites sur des 
plans verticaux s'appellent des piujri-.tùim, verticales. 

Dans les arts, on donne aux projections horizontales le nom 
de plans-, elanv projeclimis verticales celui d'élévatiuns . 

Lorsqu'il arrive que le plan de projection tranche l'objet repré- 
senté, comme lorsqu'on veut eu Architecture faire voir des 
intérieurs , ou donne à la projection correspondante le nom de 
coupe, qui se donne aussi à la section faite par le plan coupant. Si 
le plan de projection est vertical , la projection s'appelle coupe 
Verticale; et si ce pl.-m est Inn-imnMl, on donne à la projection le 
nom de coupe horizontale. Cependant si l'on considère ces pro- 
jections, plutôt comme des projections que comme des coupes, 
on no leur .donne pas d'autres noms que ceux d'élévations et de 

Les plans, les coupes, les élévations, et les projections quel- 
conques, s'appellent des dessins géométraux. 

L'un des principaux avantages de ces dessins, c'est qu'ils sont 
souvent intelligibles pour ks personnes mêmes qui ne savent pas 
de Géométrie, el cela tient à ce qu'ils font image. U est vrai, ainsi 
que nous l'avons dit tout-à-l'heure, que pour. considérer une 
projection comme une perspective , il faut supposer que lepoint de 
vue soit à l'infini, ce qui empêche qu'elle puisse faire un effet bien ' 
satisfaisant quand on la voit de près; cependant c'est à la propriété 
des dessins géométruux de donner, pàrlasimple inspection, l'idée 
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des corrrto^ ils représentent, qu'on doit attribuer la grande utilité 
dont ils sont pour les arts. 

Ceui du (ailteur de pierre et du charpentier sont absolument 
fondés sur la théorie des projections. Ils ont néanmoins été per- 

que celui d'une Géométrie très bornée, avaient résolu presque 
tous les problèmes importons que comporte la méthode des pro- 
jections, avant que cette metliudn m: i'ùi miisiilerée comme une 
science particulière , dont l'Art du tailleur de pierre et l'Art du 
charpentier ne sont reellameut que des applications. 
- C'est l'illustre Monge qui ayant enseigne la Coupe des pierres, 
la Cliarpcntcrie , l'Art de déterminer les ombres descorps, Ul'er- 
speclive, etc. , a réuni les principes de ces applications, les a 
généralisés, et en a formé un corps de science ai»[iiel il adonné 
le nom de Géométrie descriptive. 

On peut la définir ainsi : C'est la science qui enseigne ht 
moyens de représenter avec exactitude les grandeurs géante'- • 
triques-, et à Juin: zr/ipfiit/u,uiu:nt sur ces grandeurs toutes les 
opérations possibles. 

Ceat, comme i'a dit M. Mange, une langue nécessaire à 
>■ l homme de gëuic qui conçoit un projet , a ceu\ qui doirenf^n 
: » diriger Tciecution , et ara artistes qui doivent em -mêmes -en 
ii ciécuter les différentes parties. •■ 

. Ellcad'abordétéenseignéeà l'Ecole normale, ensnilcà l'Écol» rf 
polytechnique. Le savantauquel non* la devons, l'expo» de cette 
manière simple r naturelle et iecoude, qui cametérieait son génie, 
et elle se répandit en Europe avec rapidité. .... 

T.ea leçons de M . Munge , publiées d'aliord d.inn le Recueil des 
sénnees de l'École normale, et suceessi veulent réimprimées par 
les soins dé M. Hachette avec un supplément, et pr M. Brisson ' .. 
avec des ■ddïïinus importantes , ne donnaient pas malheureusc- 
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ment an Traité complot de Géucitéti-ii; descriptive. J'ai osé entre- 
prendre ce Traité, et soutenu pnr le sonliment de son utilité et 
par Ira conseils du plusieurs de mes isniupa^uoiM d'étude, la 
longueur du travail et la pénible eiécution des figures ne m'ont 
point rebute. Je se rai lieu roui si mes efforts sont utilus à l'instruc- 
tion des jeunes gens. 

Je me suis p.nï icid[e[eiiieiii prupiB-é de mettre la sciertee à la 
portée des personnes qui se destinent à la pratique des arts dans 
lesquels ou emploie la règle et le compas. C'est une Niche dont 
M. Monge a montré toute l'utilité. Depuis qu'il a écrit, l'École 
polytechnique a propagé l'élude des sdinces exactes ; les heu- 
reux résultats qu'il appelait se sont en grande partie réalisés; 
nos arts se sont perfectionnés rapidement ; mais les connaissances 
théoriques ne sont pas encore, a beaucoup pris , suffisamment 

Un de nos savans les plus dislingnés, M. Ch. Dnpin , dont le 
nom reviendra souvent dans cet Ouvrage, indique, comme une 
cause remarquable des sneecs manufacturiers de l'Angleterre, 
les soins qu'on donne i l'instruction îles ouvriers anglais (*). 
Effectivement les découvertes pratiques, ne peuvent guère £ire 
faites que par les hommesqui manient les instrumensd'eiécution. 

Ces hommes, en France, sont habiles et iulélligeus; il faut 
donc, comme l'a dit M. Monge , diriger leur instruction vers la 
connaissance des objets qui exigent de t exactitude. 

C'est par là que nous parviendrons à donner à nos produits , 
pour un modique prix, des qualités qui les fassent rechercher j 
et c'est le seul moyen d'établir entre nos manufactures, et celles 
déf Angleterre, une concurrence que. l'industrie française réclame 
comme un de ses premiers besoins. 



(*) Introduction d'un nouveau cours de Géométrie et de Méeankpie, 
pu Ch. Dupin. Paris, 1634. 
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D'après cela, j'ai dû persister dans- le plan de donner la Géo- 
métrie descriptive sans emprunter le secours de l'Algèbre (*). 

Pour atteindre ce lot je devais exposer synihétiquement la 
théorie des sections coniques. Mon travail sur cet objet était -déjà 
fort avancé , lorsque le Traité des propriétés projectiles de 
M. Ponceleta paru : il m'a été d'une utilité que j'indiquerai dans 

Je démontre dans la Note première, à la fin de l'ouvrage, pour 
les personnes qui n'ont pas étudié l'application do l'Algèbre à la 
Géométrie, les propriétés tout-à-fait élémentaires de l'ellipse, de 
l'hyperbole et delà parabole; et dans un chapitre des intersections 
de surfaces, je complète la- théorie de ces lignes et ftiis voir leur 

Je pense qu'au moyen de ces additions, et de quelques autres 
améliorations qu'il serait surperflu d'énumérer , le lecteur qui ne 

à la connaissance de toutes les propriétés importantes de l'é- 
tendue. 

J'ai eu soin de mettre en petit caractère toutes les parties diffi- 
ciles qu'il n'est pas nécessaire d'étudier pour aller plus avant. Les 
personnes qui se proposeront d'enseigner la Géométrie descriptive, 
et celles qui , se trouvant arrêtées par quelques difficultés , au- 
ront besoin d'approfondir la matière , devront saules recourir à 
ces parties, dans lesquelles j'ai lâché d'eciaircir tout ce que la 
science présente d'embarrassant. 

Quant atiï lecteurs qui se destinent aux arts, ils ne sauraient 
arriver trop vite aux applications, et ils devront éviter les détails 
didactiques qui neseraient pas indispensables à l'intelligence des 



(*) Les Traités de la Coupe des pierres et de la Charpente, dont je m'oc- 
cupe, et le Traité de la Science du Dessin, publié en l'Sai, sont conçus 
dans les mêmes vues. , 
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parties du lexte iuij» ■\mén eu «i-us i-u^u-hVe : ces détails leur pr»*a- 
draieut un temps qu'ils emploieront plus utilement à former leur 
goût pr l'élude du Dessin , et à acquérir des idées justes en Phy- 
sique, en Chimie, au Mécanique, en Économù industrielle, etc. 

Lesdémtuistrationsétrancé.w;, l'e-lrjet prineipal delà science, 
les eclairçissemens , les observations pratiques, etc. , sont rejetes 
dans les Notes qui 
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CHAPITRE PREMIER. 



Notions fondamentales. 



t. Os appelle projection orthogonale d'un point sur un plan, le pied de 
la perpendiculaire abaissée du point sur le plan. Ainsi, en menant par nn 

cette perpendiculaire sera la projection du point A. sur le plan de pro- ï,ftJ [r 
jection MNO. 

3. Nous appelltron- la 1 F ; - r i h_- Ail 'pi sert à déterminer la projection lî 
du point A, ligne uu droite projetante du point A. 

5. Si lies points M, N, P, Q.. ., d'une ligne nucl<:i impie, un abaisse '■ 
,1» ]k ij «; udieu lai.es MM', \N', PI", Qiy . . . , sur on plan de "projec- 
tion XYZ , la suite des pieds M', IV, 1*, Q'. . . , de eus perpoinli.uljiir^ . 
formera sur le plan XYZ , une eourbe particulière M'.YF'Q\ . . , cpii sera 

r|u',,ii n--pi.Hi: /n prfj\ L'JM'i ■■■'!.V':,'.';. 1 -'' di: [:i li^n.: MM'O. . . 

/,. Si la ligne donnée MSPQ... est une ligne droite, les perpendicii- "s- î 
lain-s MM', NN'.Î'P'.QQ', etc., abaissées de ses différent points sur le 
plan dr projection XYZ seront dans uu même plan , passant parMQ, et 
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remarquable, plan horixwital, et nous donnerons à l'autre le nom de 
lifct! vl'.'-'V y:/, li^ne: [.i rr:i'!Lilii nl:iii:^ :nr p^'inier s'appelleront consc- 
quemment des fjnfl Mrtfrrt/i'.t J cl celles qui lui seront parallèles seront 

8. La Ligne d'intersëctibn dès dcùï plans de projection s'appellera, ligne 



du point, lu plan projetant delà droite, et la surface projetante Je la 
courbe, jusqu'à ligues intersections avec un pL.n ï^l-lII uir connu : ces inter- 
sections seront sur ce plan , les projections obliques du point , de la droite 
et de la courbe en nneslion. 

On n'a recours :m< projet-lion 1 - obl]i|i,is, et ms plans de projection obli- 
ques entre CUI, que [n:>qiril lis résulle quelque ^;i[ii;ii(-alion d'opération 
tout-à-faït évidente. D'après cela , nous nous occuperons uniquement des 
projections orthogonales faites sur des plans rectangulaires (**). 

d'abord comment ou i-iinil 11 1 pl.u v. i lient au plan Imrl/ontal , pr un ra- 

Soient VUTS cl PQRO deux plans rectangulaires quelconques de projet-- pi 
tion, et supposons que l'on pi-i-jin^- le picn:ii:[ pour plan borisoutal, et le v - 
dernier pour plan vertical- Tour pouvoir opérer sur ïc système de ces 
plans, on imagine que le plan vertical PQRO Intime autour de leur inter- 
section commune UN, et qu'il vient eewider avec le plan Jiori ion tal. Il 
est clair, en supposant que le. n^ur.. JINTlï, IHiS'OP, MNSV, MNRQ, 



I') Q i «mnart deeeq.f .dans !er>»flàtûstM-1'mpKi«l le»' P* 
W^™l'*»™i>Jir«m P !™,to p ^^^ 
prafictw» nUiqaa, Op «m, n" 6i3el 6[(, un cumulait Ftmpki àV 
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m- .. Construisons sur un plan le rectangle ru» égal i VUTS , cl menons la 

plans de projaSon VCTS^ PQ»0 (supposé réduit' au aétd plan PrjRO, 
par le rabaltciiicul ilu [il» ri vcrlici.l sur le plan liori/diital ) , ponivu que: 
l'on conçoive perpétuellement, que l'en il.i^ a:i:-< [il 'ik .d: 1 1 r-. î j 1 7* i r i *oil 
relevé, perpendiculairement au plan wtts , au-dessus de la ligne de terre Nm. 
Ainsi, quand on considérera le rectangle Irmlu comme un rectangle hori- 
îontal, on concevra le rectangle nuisi 1 comme relevé f ■.■ r-] n- 1 . ■ I i . 1 1 :_ i r-.. □ 1 l ..- 1 l r 
à la figure autour d-.' I:> droite mu : et quao'S eu '.'modérera le rectangle 

tour couru comme relevé sur inti pcrpeiidjeulaircuicul au [dan de la figure. 

De plus, le pl.m unique w,/.i |.oiiii:i i' [ii[ili[- le même ohjcl que les 
plans séparés VtlTS, PQHO; car la ligne de lerre mn réunira sur le plan 

que si elles étaient dans des plans rectangulaires mené' pu- ei'lte li.'^oe ; ft 
l'avantage de n'avoir qu T mi plan rendra toutes les opérations faciles. 

Montrons maintenant , annulent on représentera sur ce plan, uri point. 

Tic. il- Soit A un poini '[ii'.l :-.-'ii.p,: ■ rtne entre les plans de projection 

MNTD, MNRQ, et concevons que Ion ait abaissé de ce point les lignes 
projetantes ht, Ab, qoi déterminent la projection horizontale a du point 
A et sa projection v.-r[ii::de 11 i-A t\i\i- rpi.: <!i:u-. pr. ^jn-i t li--.s déii- 
niront la position du [loiul A : en 1 ■ 1t . ■ I T la première imprimera qu'il est sur 
la verticale nA, la accoude but 1 1. orientale /,A; d'où l'on voit qu'il sera, 
nécessairement h commun,- intersection de nA cl bk. 

Cela pose, rahatlo,:* [■! |,l.,:, .M.MHJ en M>SV ; le point b viendra s'a- 
car, ciuiit;iihs:iiil l:i liljiie de (erre Âl\, il ne s'agir.-i que de ii Icvit '-1: plan 
MNSV en MNIIQ , |x>ur ramener lu poiul a! en b , cl Ironvet- cousequem- 

cale It , rali.ilirinent que l'on nomme iiussi la pnjixlian verticale dupoiot 
A, ou toiinni! In po-iri..n de re point par rapport aux plans de projection. 

13. Et comme le pl.m ■!■ ■■ .1. 11, l^-ies pmjtlaut,--. Art, Ai, est perpen- 
diculaire ani lIlui |'l:n,^ 'I.: i 'i ■ .j , et [,■: C'.ro". : '[ii' n- à l'jur iulcrsev- 
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bhj perpendiculaires en un même point h de la ligue (la terre MX, Or , 
lorsqu'on rabat le plan MNIIIJ cci JJNSV, h )\fria M vient en n'A; l'angfe 
MM ce varie pas cii-iii U: mou > -jrii' ; donc ks anrjks a'I/M, n'd.M , ïo lit 
droits ; (Ljrif il li^nc iiiin' est une Jigric- droite ; donc enfin ( après la réu- 
nion des deuï plans de projection in un seul plan h h droite ait' nui joint 
les deu< projections a et u' d'un im'im pnint. cl perpendiculaire à la ligue 
de terre MN. 

rï. Les lignes lï'fi . /.// , u'aLit e^.lis entre elles et égales à la hauteur 
Aû du point A an-de-.-ns d:i -.Lui liori^ouUd , un uî ixti inr-mi-i- que k . 
projections it et ri' donnent lI'iui-- : Lumière Liji l -iinj.l.' !.. position du piunr 
A auquel elles appartiennent. En effet, la projection horizontale a do- 
rt', par sa distance il h, n l.i li^n..- il.: U n:: . n.iliepj.: ;i quelle ke.itcur. 
dessus du plan horizontal, est situe le point A sur la verticale nA. 

l/,. D'après ce qui préeed': , si l'un nient- sur le plan vlits une ligne quel- 
conque PP', perpendiculaire à uni, cl qu'on prenne sur celte ligne un 
point F que l'un umeevra sur le pkrL liuri/onliil , et un point P' que l'on 
concevra sur le point vertical , re. deui poiiils représenteront un poiut de 
l'espace dont ils seront les projections, et qui sera situé dans la verticale 
passant parle point P r à une Iiauteur au-dessus du plan horizontal c'çak: 
àpP'.ï-- 

i-j. Un poiut ctaiit, comme on le voit, rigoureusement représente par 
ses ilcin prnjccliuns, il est naturel, puur le désigner , de les nommer l'une 
el l'antre. >oljs iiLdiqeL:i..n. cl ii.i.iséifiLCnee par :' 1', P'J le point dont 1' 

projection horizon! a le 1' l.i première. 

Lorsqu'un point P sera .itué" d..i. l'un de* plans de projection , il sera 
lui-même sa projeeliun sur ce plan; il aura m deuviénic projection 
SUT la %11C de terre , i I. Iran l'appel Icruils .!U;p]Ll::ci>t N; point P. Ccppn- 
daul, lorsque la clarV du dii eeir^s je videra, nous le désignerons comme 
à j " li i-i I ir:: .r.i i]iov-:'L d.- ses ceux ^vlijcc! icj::-- 

iS. Sachant représenter un point, la manière de représenter ii!:e ls.lu !.u 
ne donnera lieu à mienne d illimité; car li:sdtiiï proj ce lions do cette courho 
détermineront complètement sa forme et sa position. Pour le prouver , 
soit ABC la projection Ijuriiuntide d nue tourbe, et A'ITC sa projection, 
TCrlicolc rabattue sur le plan horizontal. Il est clair que si l'uu mène pei - 



fi et B', qui seront les deu* projections d'un point (U, B') du là 
courbe en question. Or, on connaîtra la position de ce point dans l'es- 
pace, dés qui: la lie,nc l'-K sern menée. Si donc on fait varier 1 la post- 
lion de celte ligne, en la laissant [oujoui-i à angle droit sur m, on 
connaîtra si'cccf-ivcnirul les [Kiwlious île [mis les points de. !a conrbe ; 
. donc la forme el l.i pu.-ilion île cette cijnrl.e miil enctemeid décrites par 
les projections ABC, A'B'C'. 

, 7 . Si l'on veut se figurer aisément la titualion de celle même courbe, 
on imaginera par les dillerens poiins de Ta ligne ABC , des perpendicu- 
laires au plan horizontal ; ces perpendiculaires formeront une première 
surface projetante facile -i «ini-cvoir : on imaginera pareil lenient une se- 
conde surface piojetantc menée par la ligne A'B'C ; on concevra que le 
pLl] verïie:'l ;ni'. lcli:Y'i pci peiiilic.iil:iiij::i:ent ;,i; [>:;:n lionaontal autour de 
la ligne de terre , et les deuv surfaces projetantes devant se couper suivant 
la courbe dont il s'agit, on aura , par l'idée des formes de ces surfaces , celle 
de la situation de cetlc courbe.] . 

:M. l'uni- lit.-iijtn-r une SiiPiie courbe, nous c'ecinms ses projections , eu 

tlièsc -. ainsi celle dont nous venons de nous occuper s'appellera 11 courbe 
(AHC, A'B'C). 

Lorsqu'une courbe sera dans l'un des plans de projection , elle sera 
elle-même sa projection sorce plan, elle aura pour seconde projection la 
ligne de teriv, et nous nous contenterons ordi liai liment pour la désigner 

Fi B j Supposons mlinlenlnt qu'il s'agisse de représenter une droite que I- 

eonque CD, située comme on voudra par rapport Bu* plans de projection. 
On mènera pour cela par cette droite lieu* plans CIMe, CU/e, respecti- 
vement perpendiculaires auï plans r.TNTU, MNftQ; ils détermineront sur 
ces plans les iléus projections i.l, •'}', et lorsqu'on rabat Ira le plan verlicul 
sur le plan horizontal , b dernière '/. viendra s'abattre en c'iV. Or les 
deux projections cil, c'tt , détermineront In droite CD ; car si l'on élève 
pr la première un plao projetant vertical eCDJ, et qu'ayant ramené la 
seconde en »/, on mène par cetM droite ef le plan projetant eCD/, l'in- 
tersection de ces deui plans sera la droite CD. 

Rc '.. 11 suit de là, que si. l'on tiace sur un plan a-_?:iv , nue droite mU; crus 



l'on prenne celle druite pour interaction il' lui sccuiilI pian ]icrpendicu- r 
laire su premier; que l'on trace dem droites l'Q, FIT, sur le plan xfttv; ' 
que l'on suppnse la première sur le pltui même de la figure, el que l'on 
imagine que la seconde soit sur le rabatlcmcct du plan perpendiculaire i 
les lignes PQ , PQ', représenteront une droite dont la position sera connue 
par rapport au plan 
Si l'on veut avoir un point de celte ligne , ou mènera une droite quel- 



plus naturel qu'il convienne d'employer pour se la figurer dans l'espace , 

•l :i i l,; , l.::]jjL]|Ii .'! :> M 1 ^ 

ai. Nous emploierons, pour désigner uue ligne droite, la même nota- 
lion que nous employons pour désigner les points et les lignes courbes. 
Ainsi PQ et Vff étant les projections de cette droite, lions l'appellerons lu 
.Imite (PQ, P'Q')- Nous aurons soin d'écrire toujours la projection hori- 
zontale PQ la première entre parenthèses. • 

Lorsqu'une droite sera située dans l'un des plans de projection, elle aura 
la ligne de terre pour seconde projection, et nous l'indiquen.i:?i li.ut -im- 
pleincnt eu la uoramanl eUc-ruéme. 

as. Connaissant la manière de représenter ou point et celle de représen- 
ter une droite, il sVimiit plusiriiri "nivein [le définir ta pusi lion d'un plan ; 
car on peut se le donner par le système de trois points, pr nue limite 
et un point , ou par le système de déni droites. Hais aucun de ces 
moyens , considérés dans cet OUI de généralité , ne convient pour re- 
présenter nn plan. Le système de trois points oè! complique et ne donne 
pas immédiatement l'idée du plan l[n.- <..s déterminent. Le système 
d'une droite et d'un point a les mimes inconvénient. Quant nu système 
dedem dmiles , il l-sI i ■ 3 i i;ériei"il cru'inc plu» i:(uLipli<|'.ié (]iie te précédens, 
puisque la représentatiim (ta rcs droite!, exige «rdi ru i renient l'emploi de 
quatre projections i mais, en le simplitiant , il devient le plus commode 
et le plus naturel qu'on paisse imaginer. 
Eu.cfliit, on peut prendre pour les deux droites qui déterminent nu 
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pi i. plan, celles An, HC, suivant lcqueln:. il raupe les deuT plans de projec- 
r " tïira. Alors Q.s deux drolici niflisctit à leur propre représentation, et en 
concevant le pbn vertical relevé au-dessus de mn, elles donnent imme- 
diaicinent l'idée iln plin :i ur| u.-l i:\h\-. appartiennent. 

a3. I» intersections AU, ,110, d'un pbn avec tes plans de projection, 
Kiput appelées ses traces. 
24. En général, lonle inkix-rlnm d'uni 1 li«rif nu d'une surface avec les 

plan-, de projecliiln , :.ri:.i:l I:: nom il:: .',*!,v. 1..-S Ira.'..- .pli -ont -ilnn:^ slu 

Je plan horizontal s'appellent des traces horizontales ; et celles qui sont si- 
ta-.vr. sur h. pLu vertical , l'appellent d.« ;r,i,-.'t ni ■;:>„■ (ci. 

Il est évident que tontes les traces horizontales possibles 60 projettent 
sur le plan vertical suivant la ligne de terra. De même , toutes les traces 
verticales ont la ligne de terra pour projection horizontale. 

a5. D'après cela , une droite AU étant ] 'interaction d'un plan donne 
avec le plan horizontal de projection, cette.droitc est ce qu'on appelle 
la IraCC horiVKUtll: ll:i [:]an ilnilili-; l'Ifi: est. elle-iil'aïi.: s;> JirCMCCljoll 

horizontale, et elle a pour projection verticale la ligne de terre mn. De 
même, l'intersection BC du plan donné et du plan vertical est ce qu'on 
nomme la trace verticale du plan donné. Cette (race est elle-même sa 
projection verticale , et la ligne de terre mn est sa projection horizontale. 
26. Comme on l'a déjà dit, 'les deux traces Ai), BC, d'un plan quel- 

en un même point B de la ligne de terre. 

37. Quand nous voudrons désigner un plan, nous Le nommerons , au 
moyen de ses tr.acc- i^rilus 11, "n: p;iri'nll.i:.'i\'., la Irncc horizontale La pre- 
mière. Ainsi, le pian dont un vient de a'occuper, s'appellera le plan 
(Ali, BC). 

seule quand il faudra le désigner. D'après cela, le plan projetant vertical 
de la droite (PQ, P'Q'), s'appellera simplement le planPQi elle plan 
projetant perpendiculaire au plan vertical, et appartenant à la même 
ilroilr, s'appellera le plan P/Q'. 

38. Concluons donc de co qui précède, qu'au moven d'une surface 
plane sur laquelle on trace une droite, que l'on conçoit être b charnière 
d'un plan perpeiuliiul.iii-i']i iTiie surface nt rabattu sur elle , on représente 
rigoureusement, et d'une manière très simple, un point, une droite (pourvu 
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qu'elle ne soit pas perpendiculaire h la ligne de terre (34)3* uae cûurbe et 
un plan quelconques (*). 

fleure MIiTlJ on^nitlwdll plan horizontal , et les projections 3 vertical m p-i 
eur la partie supérieure MNRQ du plan vertical , laquelle est rabattuesur fl 
te plan horizontal en MNSV ou mnsv. 

l'angle UMQRNT des deux plans de projection, el c'est ce qui n'est p.is 
toujours possible i car les données d'une question , les grandeurs qui la 
résolvent et celles qui concourent à sa résolution, parleqr nature ou pr 
le choix des plans de projection , peuvent pénétrer dans les quatre angles 
de as plans. Alors on est obligé d'employer avec les parties antérieure et 
supérieure de ces mêmes plans, la partie postérieure MNSV du plan hori- 
zontal et la partie inférieure MNOP du plan vertical. 

5o. Cela cilge qu'on ait toujours dans la pensée l'idée bien nette des 
positions des quatre parties MNTU , MNRQ, MNSV, MNOP, dis deux 
plans de projection , par rapport à la feuille de dessin dont on se sert. Or, 
la partie 1WNTU, que nous nommons la partie antérieure du plan hori- 
zontal, est toujours en miUu, en-deçà de la ligne de terre, vers le dessi- 
nateur. La partie supérieure MNRQ du plan vertical , est toujours en mnsv 
au-delà de la ligne de terre. La partie postérieure MNSV du plan horizon, 
tal coïncide en miuo avec la partie supérieure du plan vertical; toutefois 
on l'imagine au-dessous de cette dernière, parce qu'en se rabattant autour 
do M,\, la figure MNRQ s'applique nécessairement sur le dessus de M.\SV. 
Enlin , la partie inférieure. MNOP da plan vertical coincido eu mnlu. avec 
la partie antérieure du plan horizontal { mais on la conçoit au-dessous de 
celle dernière, parce qu'elle a dù venir s'appliquer en dessous de MNTU, 
par son mouvement autour de MNJ 

11 peut sembler indifférent que deui plansquise confondent soienl censés 



réunis qui vient d'être indiquée, conduit à des distinctions de parties vues 
et de parties cachées, qui sont d'une grande utilité pour l'intelligence des 
projections (5o — 56). Au reste, cette manière de concevoir la réunion des 
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plana de projection, comma si ces plans étaient des lames solides infi- 
riiraent minces , qui se Tussent appliquées l'nne sur l'autre par la rota- 
tion de l'une suc une charniera qui leor serait commune, ett laui-à-Êiit 

âi. Jusqu'ici nous avons ligure les plans de projection bornes à des 
contours VUTS, PQliO, rua, jrw.cte. ; nous devons prévenir que c'est 
uniquement pour pouvoir les nommer et les. dessiner. L'idée qu'on doit 

On doit imaginer de même que le» projections PQ, P'Q', d'une droite, 
et les traces AB.BC, d'un plan, do quelque manière qu'elliB soient placées 
Slir les pIlIU (le prOj.;iû>ii, ,i,[.'rit mjiilmiril.-ul jimluiig™., jt.r 1<-IJ1 5. 

eilreeules. En gém'ivif, Lmli^ i;r,j:^!i^urs que l'on considère dans la 
Géométrie descriptive sout conçues inueunics, et c'est un caractère qui 
distingue les conceptions du cette science, de celles do la Géométrie olé- 

parlics finies de l'étendue. 

Sa, Ceseraiticilelieude parler de la représentation des surfilées courbes; 

jections pour entamer cel objet : il sera traité livre II. 

Avant de passer à la résolution de quelques problèmes importans , qui 
vont faire la matière du second chapitre dos préliminaires, occupons-noua 
delà représentation d'une droite et d'un plan dans leurs positions les plus 

Sï. S'il s'agît d'une droite, elle pourra être perpendiculaire au plan 
horiionlal, perpendiculaire su plan verlical , parallèle à ce plan, parallèle 
au plan lioriaontal , perpendiculaire a la ligne de terre, ou parallèle à cette 
ligna. 

Si elle est perpendiculaire au plan horiaontal , elle se projettera sur ee 
plau suivant un point A, et sur le plan vertical suivant une droite A'A", 
perpendiculaire à la ligne de larre MN. Si elle est perpendiculaire au plan 
vertical, sa projection verticale sera un point P*, et sa projection hori- 
zontale une droili: PP', perpendiculaire i MX. On nommera la première 
(A , A'A") , et la accoude (PP.', P"). 

Si die est parallèle à l'un dus plans de projection , elle se projettera sur 
l'outre suivaut une parallèle à la ligne de terre ainsi, la droite (AJ1, A'Jf), 
telle que la projection horizontale AB soit parallèle à MX, est parallèle au 
plan verlical. 



L» droite (CD , CD"), telle que la projection verticale CD' soit parallèle P' > 
li MN, estone droite parallèle au plan horiznnlal. f 1 * 

Nous ferons observer que l'angle de la droite (Ali, A'ff ) ou (cB, CTr), r*. . 

l'impie de la ligne de terre net! la projection comspoiulante A'B' oncï). 
Ainsi , la première de ces droites ferait un ji.glu Je <l^ies arec le plan 
horizontal, et lu seconde avec le plan vertical, si les angles de ATV et Mi\, 
CD et MN étaient de (fi degrés. 

34. Quant à la droite perpendiculaire en un point It de la ligne de f > i. 
terre, il est clair qu'elle aura les projections PR, RQ, perpendiculaires 
à MN , et dans le prolongement Tune de l'antre; car leh plans projetans 
PR, RQ, ta contiendront néceaaaircment : mais comme ces plans se con- 
fondent, lenr intersection rst indéterminée, ainsi que I' droite dont il s'agit. 
-j. Et cela doit être, puisque rien jusqu'ici ne dislingue celte droite de tonte 
antres qui serait perpendiculaire au même point R de MN. 

Si donc cm vent représenter une droite perpendiculaire en R à la ligne 
de terre , il faudra recourir à un autre système de plans de projection; cl. < 
parmi une infinité d'autres que l'on 'pourrait eboisir , il sera tout naturel 
de conserver le plan horizontal, et de remplacer le plan vertical MN par 
le plan vertical PR.' Lorsqu'on rabattra ce dernier plan en PRMT, la 
droite en question viendra prendre une position RT, telle que l'angle PRT 
soit égal à celui qu'elle forme avec le plan horizontal , et cette droite , 
(PR, RT), sera entièrement déterminée. 

ivpresenN.lion de toute autre droife , située dans le plan PQ perpendieu- 

nieuï par lil unn-i-n d'un H-i-mrl [il. in v.Tlicul, tel otih PR. 
55. Enfin., si une droite (Ali, A'B'), est a la fois parallèle aux deui r., ; 

rallèlcs AB , A'B' , a la ligne de terre. P 

ou parallèle à l'un des plans de projection , perpendiculaire à la fois à ces 
deui plans , c'ot-ii-diiv [ n»_- [ i . ■ r i r i i 1. 1 l; t i l . ■ hi ligne de terre, ou parallèle à 

celle ligne. 

S'il est perpendiculaire au plan boriionlal, it coupera le plan vertical 
suivant une perpendiculaire à la ligne de torre; ainsi, sa trace verticale 
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T!C sers perpendiculaire à .MN. 11 est clair crue » trace horiiontale Afi fera 
avec la ligne de terre un angle AUN, <pii sera celui du plan (AB , BC) aicc 
le plan vertical. 

t De même, un plan (AB, BC), perpendiculaire au plan vertical, aura 
sa trace AB perpendiculaire a MN , et fera avec le plan horizontal un 
angle NEC. 

Si le plan est parallèle h l'an des plans de projeetion , il ne le coupera 
pas, et il aura pour trace sur l'autre plan de projection une droite paral- 
lèle à la ligne de terre. Ainsi, AB et MN <ilanl des droites parallèles situées 

horizontal, et parallèle au plan vertical MM. P 

De même, PQ clant une parallèle à MN , tracée sur le plan vertical, le 
plan PQsera un plan perpendiculaire au plan vertical et parallèle au plan 
horizontal. 

S'il s'agit d'un plan à la fois perpendiculaire aui deui plans do projec- 
trun, c'est-k-dire perpendiculaire à la ligne de terre , sa Irace horizontale 
et sa trace verticale so confondront en une même ligne PQ perpendicu- 
laire à UN. 

Enfin, un plan parallèle à la ligne de terre aura ses traces AB, A'B:, 
parallèles à MN. 



CHAPITRE IL 

Résolution des principaux problèmes que C on peut proposer * 
sur le point, la ligne droite et le plan, considérés par rapport 
aux plans de projection. Conventions sur la manière de mettre 
au trait les lignes des épures, selon leur objet. 

ntrrt h cLTiiimction des points, des lignes, et des angles, que les grandeurs 
ii'nili:; d. : lLMiili:n[il :lvi:i: , pi;,,:- il.: p,.;;i-. ij.,.L 'jiii i L Tvent à les décrire. 
D'après cela, nous allons procéder à l'eiamen et à la résolution dates 
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Soit M.\ la ligne de terre de deux plans rectangulaires de projection- La i> 
pailie antérieure du plan horizontal sera en-deçà de MN , et la partie sapé- F 
Heure du plan vertical sera au-delà. Les parties postérieure du plan hori- 
loutal, et inférieure du plan vertical, seront d'ailleurs placées comme on 

38. Cela posé, considérons un point (PjP0 rapporte à ces deui plans 
par les projections P et f. Ce point sera situé dans la verticale qui passe 
par La projection horizontale P, à une hauteur au-dessus du plan horizontal 
i : galc a ;i ,,; ; ou, te qui revient au même, il sera dans l'horizontale qui 

tjue cepiinfsera d'ans le plan (Pn, nP') , en avant d^pla/vertical de 1» 
longueur pV, et au-dessus du plan horizontal de la longueur /fP'. 

Si le point donné avait sa projection horizontale en Q, sur la partie an- 
inférieure du plan vertical, il serait en avant du plan vertical de la lon- 
gueur •/!, et au-ilissou-, du plan nmiy.oiilal de la longueur rjQ'. 

S'il avait sa projection horizontale e«R, sur la partie postérieure du plan 
horizontal, et sa projection verticale en P.', il scraiten arrièredu pion verti- 
cal de la longueur rft, et au-dessus du plan horizontal de la' grandeur rR'. 

Enfin, si le point donne avait sa projection horizontale en S, sur la 
partie postérieure du plan horizontal, etsa projection verticale en S', sur 
la partie inférieure du plan vertical , il .wi-iit (ai iirrit-re du plan vertical de 
la longueur jS, et au-dessous du plan horizontal de la hauteur jS'. 

Quelle que soit doue h Jiîjioiilinn dcïd..-ux jj;-oj actions d'an r.ninl 'i'.l' ;, 
sur une ligne PP' perpendiculaire à la ligne de terre, il suffira qu'on sache 
que Le point P est la projection horiiontale, et le point P' la projection 
verticale, pour qu'on i-umui»M: la situation dis ce pu lut dans l'un des quatre 
anglcs des dcui plant, rlc jncijectiiii]. Mans tous les cas, la distance lie ce, 
point au plan horizontal est la' pcrpeodicolaire pi', abaissée de la projeff 
lion verticale V sur la ligne de terre .M> j et sa distance au plan vertical 
ail la perpendicnlaire /jP, abaissée de sa projection horizontale F sur la 
même ligne MlV. 

Sg. Or, il n'y a pas d'autre question remarquable a proposer entre un 
point (P, E) et les plans de projection , que celles que l'on vient de ré- 
soudre, et qui consistent à trouver ses distances à ces plans et sa position 



voudra par rapport Bill pbns de projection. 11 y aura trois questions prin- 
cipales à résoudre sur cette droite ; i". troauer les /teints où elle perce Ici 
Jeux plans île projection , c'est-à-dire im traces bàriamtaU et verticale,- 
a*, eroBVer ses angles avec ces plans,- 3°. enfin, trouver Indistance, me- 
surde sur eUe-méiae , dune de ses traces à [autre. 

40. l'onr résoudre h première, prenons une droite qnelcODcpw (PQ.PQ'), 
et cherchons d'abord sa trace horizontale. 

D'après ce qu'on a vu précédemment (34), les traces horizontal» se 

(W, P QO perce le plan horizontal , a sa projection verticale «or MN. Mai, 
celte projection est aussi sur r"Q'; donc elle eit à l'intersection A' de 1» 
projection verticale delà droite donnée et de MN. On sait aussi que lesdeni 
projections d'nn point sont sur anc menie droite perpendiculaire à la li^jne 
de terre (13}; donc si l'on élève par le point A' la droite A'A , à angle 
droit sur MS, elle contiendra la projection horiiontale de la trace hori- 
zontale cherchée, c'est-à-dire celte trace elle-m finie. El comme cette pn>- 

cljerchée sera Le point (A, A') p ou pour le nommer plus simplement, le 

Ce point divise la droite donnée en déni parties : Tune, doot les point, 
se projettent verticalement sur A'Q' au-dessus de la Ligne de terre, est évi- 
demment située an-dessus dn plan horizontal; et l'autre, dont les points 
se projettent verticalement Eur A'D, au-dessous de MN , est évidemment 
au-dessous du plan horizontal. 

Pour avoir l'intersection de [a droite donnée el du plan vertical, on pre- 
lonflera jusqu'à la ligne do terre la projection boriaontrde ÏQ de celle droite; 
par le point II où VCf et MN se rencontreront, on élèvera- une droite MS' 
perpendiculaire i MNj elle coupera en lf la projection VCf, «t le point 
(D, B") de(FQ, FQ ), sera le point cherché : corsa projection horizontale 
B élaut sur la ligne de terre, il sera nécessairement dans le plan vertical. 

Si , au lieu de la droite que l'on vient de prendre pour eiemplc , on 
se donnait la droite (AD , A'fl") i il est évident qu'elle percerait le plan ho- 
rizontal en (m , m') , c'est-à-dire sur la partie postérieure de ce plan , et le 
plan vertical en (A, A 1 ). 

/,t. Nous ferons observer en passant que les constructions que l'on 
vient d'indiquer pour avoir la trace verticale d'une droite, sont absolument 
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CHAP. 11. RÉSOLUTION DtS PII [NdlPMtX PHOBLKMES... |5 

analogues 1 celles qu'il faut faire pour avoir ss Irace horiioutale. Cela doit 
Être aillai, car lu deux -plans tic projection étant établis do la même ma- 
nière sur le dessin, et la droite donnée étant projette aussi de h mime 
manière sur chacun de ces plans, il n'y a pas de raison pour c\u: [>■-- o[n:- 
i ations à faire pour avoir la tract horiiontalc , diffèrent de celle* qu'il faut 

Cotte similitude de constructions est remarquable , et il est évident 
qu'elle doit se. trouver toutes les fois que les données d'une question sont. 



ï'r.'i; /T";V. ti-";. Oi inpinu-nGus d abord de 1 angle de cette droite avec 
le plan boriaonlal. On remarquer., que r,-t angle est celui de la droite elle- 
même avec sa projection AD; d'oii il suit que si l'on fait tourner autour 

de AU le plaît projcli.:i-. do i:, Cioili: .ïotlllix , I::t|ilcI i.-^l pi-1[:.:iuli.^:i[:i : i 

plan hoiixoulal , pour l'abattre sur ce denrier plan , le rabattement de In 
droite (AB, A'B") fera l'angle cherche avec la lignc-AB. D'après cela, il 
lie s'agit plus que d'obtenir qe rahatTement. Or, comme c'est une ligue 
droite, i! suffira d'avoir deui points de cette droite pour pouvoir lé con- 
struire. Cherchons dune le rabattement des den* points quelconques (B, B') 
cl (D, m de (AB, A'B'). 11 est clair que dam le mouvement que prendra 
le plan projetant pour se rabattre , io point (B, B) décrira un cercle 
vertical dont le centre «ara en B, dont le plan iBsera perpendiculaire à la 
i hornière AB , et dont le rayon sera la bautenr i'P/ du point générateur 
(B, B') au-dessus du plan horizontal; donc ce point viendra s'abattre en h 
sur la ligne iB, à une distance de AB égale a b'ïï. On construira pareil- 
lement le rabattement de (D, D'); pour cela , on portera ifl)" de D eu d 
sur la droite lid, perpendiculaire à AD, elle point (/sera ce rabattement. 
Menant donc par les points* et d une droite indéfinie, l'angle omB, quelle 
fonneta «veg la droite AB, sera l'angle cherché. 

On obtiendra, par des opérations analogues, faites sor la prnjcction 
AT, l'angle de la même droite (AB, A'B') avec le plan vertical. 

" "il s'agit d'avoir la longueur de la portion de (AB, A'B') qui est 
're les pions de projection, il faudra d'abord cbercher In 
' ns se rencontrent , et l'on n'aura plus, à 
ir de la droite qui joindra ces points. Or , cette 
posée ainsi : Tmnver la l/mçncur dune 
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portion de droite Li-mpri;.- .-n!/T 'L-u.r points connus. Supposons que cette 
portion de droite toit celle qui se termine aus deus points quelconques 
B. ' (B, B']ot (D, D') de (AB, A'K), il est clair qu'en construisant par le pro- 
' f ' ' ir-êdlr? ilu nti]i:i:n> fn : i j : i] h -iii ]..■ r,ilj:iltr::ie:i( />/! , la partie de ce ralratlement 
comprise entre tu. 1 , points .'' <! sera Ja longueur cherchée. 

plus directs. En effet, la longueur demandée (BD, KIT) est l'hvpolénusc 
d'un triangle rectangle dont un cite est horizontal et l'aulre vertical; or, 
le premier cille est < : ;;,.l i< lu prr ( ].-<-tii.n III) île la portion (le droite en ques- 
tion, et le second est la ililterence nli' ilt! verticales b'B' cl ifD' qui cor- 
respondent aui citremilcs de (BD, BIT) : donc si l'on mené l'horizontale 
oW, cl qu'on porte 1:1) .le ■■ <:n ^ . j.nis qu'on joigne If cl ti , B'fl sera la 
loiiL'iLi' ir demandée. 

45. Nous forons remarquer que l'angle B'fW du triangle rectangle fl'w, 
est l'anale -de la droite (BD, B'D) avec le plan horiionlal; d'où l'on voit 
que, soit que l'on opère par le moj en du rabattement M ou par le moyen 
du triangle rectangle 117», on obtient toujours à la fois la longueur d'utie 

.pbn horiiontol. ^ & 

pour l'hypoténuse d'un triangle analogue a B'ho, une ligue égale à la gran- 
deur 10.1 de la partie de (Ail, A'B') comprise .mire les plans de projection; 
car lés CKlrcmilcs (A, A') el (ni, nl^de (Am, A'jb'), sont évidemment les 
traces de la (iroilc (Ali, A'B'). 

q:lr |i:-_ : , c --3ir lll^nj lv qlie les q ILest LOI]; que ]'m; peut prl.i;»>-er rjiLi L: 1c 
point et la ligue droite, considères par rapport nui plans de projection , se 
résolvent avec !><■:*! j. -. 11; |> <!■: NuiNfc. On v.t voir que les solutions de celles 
qui sonl relatives au plan , se constroisent aussi très facilement. 

4fi. Parmi ces questions _la plus remarquable est celle-ci : Un plané/nul 
Fpf. f donné, trouva ses angles arec /ci phins de projection. Soit (Alî, ItC) le 
plan donné , et proposons-nous d'obtenir l'angle qail forma avec le plan 
vertical. Ces dcn\ plmue cnupurit suivant lu li^nr ;>l , ci uc.r. -. ~;:\<k\-. i|u.r 
si Ton mène par un point quelconque C de cette ligne , on plan auxiliaire 
qui lui soit perpendiculaire , il coupera les deux plans dont elle est l'înlfir- 

tons ces coustruc lions. Le plan auitliaire étant perpendiculaire à la ligne 
BC, il aura pour trace verticale la droite DC perpendiculaire à cette ligne. 
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CilAP. H. BÊSOLPTtON t>ts PUTN-CIPAUIT PROBLÈMES..! 17 
Déplus , ce plan sera perpmiîiailaiiv au pl-in vertical, Jonc sa trareliori- pr. s. 
lonfalc sera la droite J)A perpendiculaire à DU. Or, le plan (AD, DC) F *' 
oritient L.i n c].c:tijc , cl <:■■! annle est relui de la droite DC avec la 
droite qui joindrait les deuj points (A, D), (F, C); car c'est évidemment 
-^11 \ an- .kIi il.T.'b:::iv f'.i.ii].' .,ur: ]i- pl.. ri (AD, DC) coupe le plan donne. 
Babatlous donc le plan auiiliairc (AD, DC) sur 11' plan horizontal, en le 
faisant tourner autour de sa trace AD; il est évident <rac la droite DC ne 
sortira pas d» plan veriical . pui-i'iur Li i:a;ui:ii , :.j Alt ni |ii:j[ii::idinulaiir. ;i 

-'- 1- Il -H- (ir. -.(, Bj.„r>-n«r.I ni Mr. J-n» 11 I .., p.-»'. I" 

de D en E, et nus l'on mène AE, le triangle ADE sera le rabattement 
de celui dont le? sommets sont A, D et C, et l'angle DEA ^sera l'angle 

On construira par lis nu': m es iiiothis l'aujlc du plan donné avec le plan 
horizontal. 

47. On peut encore se proposer cette question entre un plan (AB, BC) et 
les plans do projection : c'est de construire l'angle que Font entre elles les 
traces AB, BC, de ce plan. Il est visible qu'il suffira, pour la résoudre, de 
raliattre le plan (AB, Ht? su. l'un il™ [ilai.i il,- iiroji-rtion, en le faisant 
tourner autour de sa trace sur ce plan, et que l'angle de cette trace avec 
le rabattement de l'autre trace, sera l'angle cherché. Nous laisserons aux 

48. Les solution; rFi.- juTzniori proIJi-mc;; étant hier, cr.k-mlm's 11'. 
questions qui peuvent être proposées entre les points, les droites et les 
plans, ne présenteront aucune difficulté. Le paragraphe suivant est consacré 

en occuper, il convient d'esposet sur le trace des lignes dans les dessins , 
des conventions générales qui seront constamment observées par la suite. 

Dans la Géométrie descriptive, toutes les ligures on Ton emploie 
oeui ou nn plus grand nombre de plans de projection, s'appellent des 

5o. Les lignes qui li n fonm'ul -oui ordinairement 1res nombreuses, elil 
est souvent difficile iU: rreoiiiu-.ilru 1:1; qu'elles indiquent, quoique les di- 
verses manières de les mettre au trait (voyez fig. S, pl. î) soient a Oectées 
chacune à on objet particulier. 

Poiirarriveraui cooveotions à faire surin mise au trait des lignes, nous 
nous rappellerons cra'une projection n'est autre chose qu'une image, une 
vue, ou plus rigoureusement, une perspective (voyez rtutroduction), dont 
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. FilKLLNJINMRES. 

11:1e prrnl.IKiiLLll.'.ilv r>lri :i il' p;ir l'rlim. . 
[u'il y a un point de. vue parliinli.T ]im:i 
t per^-tiv. 

rondement , que le point 

[infini 

i n:i- vi.--.el: if'" r.nriM-'.nnuieiit :i >.'.■ poil] 1 . :-:ni vei:ic;.u\ ; tmi.-iémieiieiil , 
>|ij>- le pui'it il'' vu.' il.: pivjerti,.n V|-: I L::::l !■ h-hI fi 1 infini ru avant lltl platl 
vcl-ticpl , et que 1':; r.Ml'1' visuels <Oiiivpoiii1.il i s -■■ni ! M 1 ri m tl ta II K cl per- 
p.inlit-islniic. .m |il:n. vertical (•). 

Si. Cela posé, lorsqu'un s^lrnn: di' grandeur* i-n représenté an moyen 
■ de deux projections , ces giaiii[.:in.s oui. itir rli.npie pnijceiiou des parties 
\ucs ut des parties cadiLv:- il s'agit , p.ir L.'.inipl... h d'un plan et d'une 
droite , la droite percera le plan en un point , et quelque projection que 
l'on considère, ce point In divisera en ricin partie. , l'une cacliéc par le 
plan, et l'autre vue. De plus, ce plan et celte droite auront des parties 
situées au-dcssou- dn plan Wirontnl cl derrière le plan vertical, el 
comme on suppose les plans de projection solides et opaques, ces parties 

Sï. Or, pour qu'une pi-ojectïotl fasse image , il tant que les parties vues 



opérations séparées, l'une relative :m pl;ui Wiyonlzil , et l'autre relative 
au plan vertical. Lu-uilc , ces opération. cv«eii! qu'un se rende parfailc- 
meul compte de la situation pirlinilièrv ili-, Jr:iin!ni:>, par rapport aux 

t") On r-nnrnit l'-ualrment dire qne lu puint fleTuc Ae 11 ppaiirlion lienEoulBl* «t h 
l'inlini o Wf M CW du plan lioriiontiil , cl 1e point dp vue Je la prpietlïDiurrticftle j l'infini 
abrritl t. If plan Tprtic.l ; mail «nome ou |.Uoa lu. a rmdenri ou'oo représeale, aillant qu'il 
i^l pou'lilc , hu-dtt&iii du plan Wiaualal , et en jntqt du plan vertical (3g), ilcatnatartl 

item ,1c prrVjrclilMr. 
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plans de projection , -et les unes par. rapport ans autres, ce qui demande 

D'après cela, pour éviter des difficultés, et pour que le trop grand 
nombre de lignes pleine- ue mule pas ppura euiiloses , il convient de 

Inrncr l'emploi de- li;_'':i - pl.ii.e- ,1 ponr.uili:- a la u: présentation des gran- 
deurs importantes. 

53. Quant au* grandeurs qui servent auï constructions , il est bon da 
lus représenter avec des Irji.-i p:,;inil!Jes , njimue l.K , parce que CCS lignes 
sont peu appareilla ,:t qii',:lle. n'apportent ttin.eqMcmiuenL que peu de 
cuufusion sur les dessins, et parce qu'elles sont" faciles à faire, ce qui est 
d'autant plus avantageux qu'elles sont souvent très nombreuses. 

13e ce que les grandeurs importantes ont des parlics vues et eaetiées, 
i! ■eri-Miii -pion admet qu'elles existent; el ranime les grandeurs qui ser- 
vent aus constructions 50 rcprc-enteul sans di.!ii]|pie: les parties vues des 
parties cache», nous forons la supposition iris n;iiur.-lle qu'elles n'eiistent 
pas physiquement dans l'espace , ou au moins qu'elles n'y ont que l'ciistence 
momentanée que le discours suppose. 

55. Quelquefois In supposition qu'une grandeur importante existe , et la 

à des recherches pénibles, qui nous écarteraient trop de notre sujet : dans 

que pour les constructions; mais au lieu île la représenter avec des ligues 
pointillé», nous la représenterons avec des lignes COOiposcc de puiril.- i l 
d'élémcns linéaires, comme GH, Gif, GW. Ces lignes recsTrout. le num 

Sous les emploierons aur.i pour i i l;S : r 1 1 i l- i' le; p,.-:].le^'Ls q-.n presi'an-ronl 
quelque singularité Ten.-.iTpn !!!•.■ , m; ipji seront d'une importance moyenne-, 
, t qu'il faudra distinguer des constructions ordinaires. 

50. Il'aprtS cela, voïd les conventions qui serviront pour 11 mise au 
trait des épures. 

i" CoBvssncix. Les doamfa, les insultais el te graïukurs importantes 
sont supposés exister • fans Testée, et leurs parties nues et cachées temttl 
en général Indiquées , les premières ctl lignes pleines , et les dernières en 
lignes ponctuées. 

a" Gtunttm. Les autres grandeurs ne sont pas supposées exister dans 
f<-:.j i,;<v . il ni t V. indiquent m, iiiit;i:;-:ncni par des J^.';rt p miliHéei. 



3- CiiiïtiTioN. Taules les fois qui: , par mie des relisons exposées n- 5:1 , 
na s'écartera, pour 'ira- ij ttauk-ur.dcs deux- régi,:- i>"xé'len'es,i-n sappisera 
que celle grandeur n'existe pus dans l'espace, et on la représentera au 
mnj m de lignes mixtes (*). 

Nous aurons soin d'e^in-er par la unie, après chaque problème, sous 
le titre à'Exécutiim tir /'<):,<.■;■, le., part le nia ri té. ans. ruelles pourra donner 
lieu le tracé îles ligne, ci la déterminai-ion il.: lcms parties vues et cachées. 

57- Pour qu'on se ;air,!l!:-.iise [ii :irii[.i.;ii]çut .ivec les conventions précé- 
dentes, appliquons-les au< ligures des planches 1 et 3. Quant à la planche a, 
il serait superflu de nous y arrêter. 

Les plaça lie projection élan (sur les figure* 1 , a, 5, 5 et 6 lie la planche 1 

lignes pleines , pare-u que m contours sont vus. 

Dans la figure 4, inùne planche, les lignes m, 011, 110, OP, VU, UT, 
TS,SV, qui forment les contours des déni plans de projection PQItO , 

sont trouvées yu'c^s^ciichceB. Les lignes CD, cd, tfd', tf, dont lïest prin- 

li^lirs d.: !a uu'ime !i^u:e , [lar. 1- r] 111:! ,i> 111 1 1 p. 1] ^"importance. 

38. Dans la ligure 0, h: plan (Al!, W.) est percé par la droite (PQ.P'Q') 
eu un point (P, V) q,.u nous saurons J.icnio! déterminer (GS et 69) :k 
partie (PR, F'R') d; cette droite, considérée eu projection horizontale, 
est sons le plan (Ali; BC), et elle est derrière ee plan, quand on la con- 
sidère en projection cerrii ah- ; irire paille uV.-f .lune vue ni eu projec- 
tion horiiootale, ni en projection verticale, et c'est pourquoi les lignes 
PR, F'R', sont ponctuées. 

Les traces AE, CD, du plan (Ali, BCJ, présentent aussi des parties 
ponctuées RD , RE, par la raison que ces purlirs ne sont pas vues. En 
effet, 11 est évident que la ligne DE est sur la partie postérieure du plan 
horizontal, c'est-à-dhe sous li: raliallctiieiil [le la partie supérieure du plan 
vertical (3o), cl que la ligue 111» est sur la partie inférieure de ce dernier 
plan, c'est-à-dire sou., ta partie antérieure du plan horizontal; donc les 
lignes LU. DE, ne sont pas vues. 



(*) Cet conienliimi supposent que l'on rppréicntoleiiurfienmcilu ligc«i c'est ce 
i|c'o]i L-!e;li"niLi,t.. îiiiEÎ ru'.u I- *r.;i ]L»ic II, chapitre l. 



S PllWU'AL'X rROBLÉJIES 
la partie lim de la ligne de In 



cachée parle plan (AB, BC), c 
Mjpj><^.: perpcdicllement, en considérait 
rectang.iUms entre eu* (,o), la ligne, 
parce qu'elle représente sur châqoe plan 



De mime, la droite (AU, qui pisse en (A, A') derrière le plan 1 

vertical, a sa partie (Arn, AW) [racée en pelils points. Dans la même 
ligure, Ain est un résultat dont la parlie vue sur le plan horizontal est 
pleine, et dont la parlie cachée par le rabattement du plan vertical est 

Enfin, dans h figure 4, planche 3, l'angle demandé AED élanl formé n=- i. 
par la ligne de terre et par une droite A£ située sous le plan donné, on 
a ponctué celte ligne vers le point E; et si elle n'est pas ponctuée dans 
toute sa longueur, qn'uu l'a considénv rumine une ligne de con- 

struction dans la partie qui aboutit en A.- 



CHAPITRE III. 

l'mblhnes relatifs aux points , aux droites et mu- plans 



■ Prôblèhb I". A 

}itc donnée. 

Nous allons d'aboid dén 



m parallèle à in 



Ira.remciit , et imaginons qu'on ahausse par les points ranctis des perpendicu- 
laires aux plans de projection: les perpendiculaires à un même plan seront 
parallèles entre elles. Or, les plans projetans des droite 
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root chacun par une .1: ces .1 r oi te- pn i- l.i ]v r-j-.r i--E- : ' l' mïti? rT>rre-mondautc ; 
Jonc l'un de ces plans sera parallèle il l'autre, comme contenant deu« 
droites respect ivcme nt parallèles à deux autres droites contenues dans ce 
dernier; donc ils couptronl le |.lan de p:(pjerlii)u Clivant des droites pa- 
rallèles : Biais ces droites .er<);it les projections des droites données ; 
donc, etc. 

Snit donc (AB, A'D') la droite donnée, et (C, C) le point donne. Li 
projcclinii horizontale de la droite demandée passera nécessairement par le 
point C r et sa projection verticale par le point C ; et puisque ces deo*. 
projections doivent être respective me al parallèles aui droites AB , A'B' , il 
ne s'agira que de mener par le point C, CI) parallèle à AB ; par le point 
C, CD' parallèle à A'B', e! la .Imite (Cil , H'TI ') que l'on ah tiendra , sera 
la droite demandée. 

Ou. PaoKl-KUi: ■>.. Mflh'r jhlr 1111 p'ihil ,vmm (L, C), un plan paral- 
lèle au plan donné (EF , FG). 

plau dunuii. Or? il suit de lè qn: j l ui mène par le point (C, C) des 
parallèles aux traces EF, FG, ces parallèles seront dans le plan demande , 

do ce plan.V-nons dooepar le poS (C, C) une parallèhTà la trace EF 
cette trace est cllc-nr'ine s.. prnj..t;iri }>:,, ■]/... iii'l.:, et i-llc a pour projec- 
tion verticale la ligne de terre (jfij- donc, si l'on mène par le point C la 
droite Cil parallèle à l;K, et prie point C, Cil' parallèle à FH, la droite 
(Cfl, C'H ] sera parallèle à EF , et par conséquent contenue dans le plan 
demandé. Mais cette droite perce le plan vertical an point H',- donc si 
l'on mène pr ce pnlnt in dmite ll'l p.-.rallcle à GF ; pnïs par le point I, 
la droite 1K parallèle ii EF; le plan (Kl, IH'), ainsi obtenu, sera le plan 
cherche. 

Si l'on mène par le point (C, C) une droite parallèle à FG, cette droite 
étant dans le plan (Kl, IH'), percera nécessairement le plan horironlal en 
un point de Kl ; en sorte que la ci instruction de cepoml donnera le moyen 
île vérifier le résultat olilemi par le- ojiéraliim, précédentes. 

6t. Exécution rlc Viljiui,: Les partie; FE, FG, des traces du plan donné , 
étant situées sur les portions antérieure et lapcriettre des plans de projec- 
tion, ellcs'sont vues e: ilùivcnl p::r conséquent élre indiquons en lignes 
pleines (56), Les prolongemjm de ces traces, au-delà du point F , sont 



CHAF. Itr. P110BL. RELATIFS ADK POINTS, AUX DROITES... a3 
pondues, parce qu'ils sont situés sur les parlits postéllture et Inférieure H- 
ries mêmes plans. Quant au plan demandé, il ist mliirtmjnt esche, sur 
chacun des plans de projection , par la surface (tu plan donné : les tracts 
MK , l.H'i doivent en conséquence être ponctuées. 

6a. PROBI.ÈMIE 3- Mener an phui pur Irais puiuls ■tannés 'A', A'), 

(Bv;B)«(C,C). 

■Tar les deux points! A, A'}, (11, JH, menons une droite (AD, A3 ), elle, 
sera dans le plan demandé ; or, elle percera le pion vertical en (D, B)tt 
h plan horiiontal en(E,E'); doiicJenren-narpoml il), D') appartient à la 
trace verticale du plan cherché , et le second (E, F.') à sa Irace horizontale. 
Menons de même par les points (A, A") et (C, C) une nouvelle droite 
(AC, A'C), elle sera au-.i dans le plan cliciclié; doue le plan F' où elle 
percera le plan vertical, et le point G cil el)c percera le plan horizontal, 

DT', GE, qui passent par les points obtenus (D, D') et (F, F), (G, G'Jet 
(E, E'), elles détermineront le plan demandé ;GE, Bf"]. 

Il est clair que si l'on mène par les points (B, IV) et (C, C), une troi- 
sième droite (I1C, li'C), elle sera , comme les déuv premières, située dans le 
plan demande', et percera par tonna [iit.ut les plans île projection suivant 
des points I" cl J de- Iracc, o!:lec;ir.s Gli , Lt'i ". Un prnvra déterminer ci - 
points, et ci! sera un mo rende \ enfler l'carlilinle de; cous! rue (ions faites; 
mais comme les traces G I] . U'F', doivent dr ji, se renconlccr en un même 
point II de la ligne de terre , celte dernière propriété sera dans la pratique 
une suffisante vérification. 

65. PnoBLÙMF. /,- Mener par im pnint quelconque une dmiie per- 
pendiculaire ri aa plan •b'itnè , cl tlélenaiaer h- point d'intersection lie In 

Pour distinguer facilement', dans le discours, le plan donné, des deux 

par rapport à ces derniers , et nous le nommerons le plan incliné. 

pce : -le plan projetai: ( .le r.i Me d; :ile eoiTespondaut au plan horizontal, 
sera év liiez: m ne ni ;>er:>. a al iei .la i re : u |i!ai] intime; dune il > n\< pi'rpc ni] ieu- 
laire au plan lioriiont.l et an plan iniiimi; dune il sera perpendiculaire a 
leur intersection : donc celte intersection , ou; ce qui revient au nu-Vile, la 
trace horizontale du plan incliné, sera perpendiculaire an plan projetant. 



. limite es! papeiUËCtiliùn; à lut ylr.it , tel i/nu: />.' ii/edii. II. (fc Ai r/mirV ,io:iI 
'Itl /'■'.y, , 'r/:V.v/,,T.-,' .\VI..- .'.■Jr.T */« 

(ij. Recipruqucuieril, Lt/m/uuiu Jnrli' 11 .ici ti'ïtt.t pnycctiutis respecti- 
vement perpendiculaires att.r i,',vir 'jmcoï <f"u.'i , i//c mi perpendicu- 
laire ù ce plan. 

En effet, rlnqni- ].l.in nr.Nji'l;i:il il.- lu ilioiti- i'ri .'[nestinn étant perpen- 
diculaire à lune des trarn» ilu jjljirj incliné, il ci |i,-r|«-iiilictibire à ce plan 
lui-mime. Or celle limite est l'iiiliTsediiin lie ses deux pians projetons ; 
doue elle csl l'interser. lion Ji: deux [jl.iri- jjut pj;niïuii I ilivs eu plan incliné : 
donc elle est perpendiculaire à ce plan. 

6<>. On peu! énoncer ainsi ces deux propositions réciproques : Lorsqu'il 
j a perpentlit-nlarilé crin;- une ilinte er un plan , tel pi"j tri liais htirizon- 
inles et verticale! de la droite , et les traces horizontales et verticales du 

67. Daprèscelii, mil (BC , CD) le plan an<|ui;l o„ demande d'alwisscr une 



ilJI l'iKirll 1 l:0 J.Hl- , Kl m H liiiTUTUri- |iJI' AIL 11. |nU|I1 

dont la Iraco vcrlicale EG' csl pcrpcndiculiiie la licne . 
contiendra la droite (Ail, Ail': ; donc il contiendra le pu 
ce point ost aussi sur le plan donne; doue il est sur lïtitcr 
de ces deui pLins. rte,, les traces de ces plans se coupent 
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CHAP. III. rHOBL. RELATIFS AUX POINTS, AUX DROITES... s5 

points F et Ë'; donc ils onl pour intersection la droite (FE, FF,'). F,t pi s. 
comme le point cherche est sur cette droite et sur (AH, A'H'), il rat néeti- Fi f " 
sairement projeté sur le plan vertical à l'intersection H' de leurs projec- 
tions. Menons doncH'H perpendiculaire à GC, e! nous obtiendrons le point 
demande (II, H'), 

Eo faisant, sur la projection A 'II', des cou- tractions analogues a celles 
que nous venons de Hiire «ir Ail, uti vcnlicra l'exactitude de la solniion 

69. Il est évident que si la droite (AH, AU'), n'était pas perpendiculaire 
au plan donne, l'intersection commune (H, H') ne s'en obtiendrait pas 
moins par les constructions que nous venons d'indiquer. 

70. PnOBI.tMB5. Par un /«ml A), i7.'™"r."rr itnr prrprndi- r« 9. 
culalrt sur une droite donnée (BC, B'C). 

Concevons par le point donné un plan p.Tp'Tirlireh.ire i: la droite 
donnée, elle le percera en un point h •■A -.-i l'un lait p;i-scr une li^nc droile 
par ce pottlt et pr le point dnnn;:, celte ilni]i-j . :t-l la perpendiculaire 
demandée. 

Pour mener par le point (A, A') nn plan perpendiculaire h (BC, B'C), 
nous remarquerons que la tr-c<: virticn.c oc ce plan , quelle quelle soit, 
c-t uiiL' droite pei'p'.'niliculiiiri: a V.'i'.' JfK, el ayant jinnr pioji-cliori hori- 
zontale la ligne de tiTie; doue , par te point (A, A'J, nous menons une 
droite (AD, A'IV), lient la prnjcctimi In - i •mil, .le ^r.it parallèle a la ligne 
de terre , cl la prujcLtiun Yci-lii.ale ;>çr:.'.-iidicL.laii-r :i li'C , cette droite srra 
dans le plan cherché , comme étant parallèle a une droite contenue dans 
ce plan ; donc elle percera le plan homontal en 1111 point H ..pp si tenant à 
la trace de ce plan. Menons dnnr par le point 11 la droite DE perpendicu- 
laire a Htl, puis par le point E, la droite El' pi!i-fK-in!î<-til:iin- si li t]'; le plan ^ 
(DE , EF) sera le plan de construction cherché. 

Or, en appliquant à la ligure les procèdes ci-posés, plus haut (fiS), on 
trouvera que la droite donnée (IIC, IIC : perce-le plan 'DE, EF) suivant le 
point (G, G'); donc en menant par les points (A, A') et (G , G') la droite 
(AG, A'G'), cette droite -et a la pcrpeudicuLir.; dem.n-.ikv. 

71. Exécution de répure. Les parties BC, B'C, AU, AU', desprojcc- 
lions de la droite donnée et de la droite demandée, correspondent à des 
portions de ces droites, qui, à partir des traces {i- , >'■"), (11,11'), sont au- 
dessus du plan horizontal et en avant du plan vertical ; donc les projections 
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iG LIVRE ]. PnÉLUIISÀtltEfl. 

DC, D'C, Ali, Ail', doivent être indiquées eu ligne* pleins josq. 'a bi 
points C, C, II, II' (,«). Au-delà dis (races (C, C), (11, U"), (es droites 
(RC, U'C), (All.A'H'), sont évidemment cactées , et leurs projections 
doivent en conséquence être ponctuée!. lis autres lignes do l'épure son! dos 
ligues de construction, aussi lesa-t-on tracées au moyen d'éhjmciis linéaires 

Comme le plan (DE, F.F) est d'une assec grande importance, ou aurait 



Nous concevrons un plan par les doux droites données ; nous détermi- 
nerons les puintsA et Coii elles percent le plan horisonlsl ; uons mènerons 
par ces points une ligne droite AC, et cette ligne sera la trace du plan des 
deux droites. Nous imaginerons ensuite que ce plan s'aWle sur le planho- 



rerelcs dout les plana seront perpendiculaires à la droite AC, et dont les 
rentres seront les divers points de cette droite. Comme elle est horizon- 
talc , ces plans seront verticaux. Donc si l'an mono par le point B du plan 
horizontal , la droite GD perpendiculaire à la charnière AC, D sera le centre 
de l'arc décrit par II! nota] (B, H*), et cet arc sera compris entièrement dans 
le plan vertical GDj doiu: k' rahatlemeot du point (B, Basera quelque pari 
mu- GD. Mais le raj oil d'M'el an est l'hypoténuse du trisngle recUuiRlc dont 
les cotés adjacçiis à laujjle dn.il sont llioriiontale BD, ol la verticale bW 
"Ui se projette l.nriioutalenicnl en 11; donc si l'on porte BD de b en d, et 
' m mène l'hypoténuse , cette hypoténuse sers le rayon on question : 
en portant ,/B' de D en G, on aura lo rabattement G du point (II, B'). 

But que 1ns points A et C des droites données sont 
:mcns; car ils HOnt dans la charnière AC, et n'ont pn 
par conséquent prendre aucun mouvement. Donc les deux points A et G 
■ont les rahaltcmeus de deux points de (,VI1, A'H 1 ). Pareillement G et C 
sont les raliattcnici]* de deux points de (1JC, B'C) ; iknt AG et GC sont les 
râla lté mens iè droites dosnees ; donc enfin AGCcsl l'angle demandé. 
73. Lorsque dtux limites données ne se Tencontnmt pas, il n'y a pas 



is lequel 50 coupent deui pnral- ** ' 



D'après cela, et d'après la solulion poéc<<d™ie , il sera fedle de trouve! 

soin Faciles h déterminer , et sont indimiées, les premières en lignes pleines, 
et le* demlÉres en lignes ponctuées. Qoant «ni cités du l'anglu clierdia, ils 

t.lts du problème propoié, tl iU «oui indiqués vura lis pointai A el C psi 
des elonicns rccli!if;nis détachés j parte qu'on les considère vert eeJ poinK 

7 5. PnooLÈiiE 7. Un plm, (AB, BC) et une droite (DE, D'E') étant B 
.iVi/jtn'i , on tti iittii:>!s ïu'i^ti: ly^.'i/.i /."^ iv^re cuj. 

L'angle d'une di.jiti: <t «l'un |il:m ii<];,,ni :hi|[-l' <Iio-l? que celui de cette 
rliuile avec sa projection sur il: plju , il est é\ i.Jëjir [[u'i] .1 pour corn plu meul 
l'angle de cette d roi tu" u y.'.: nul' i>i.ijiL-iiJii nl„iir :il«ii..ei! su. !c plan par nu 
d-.:. jiuïilE^ de la droite. 

Prenons doue un point (D, C) sur la droite donnée, el par ce 
point, menons une droite ;[)!■', 1>I ,>er|K-mli.ul;,ire au plan (Ml, HC) : 
i;e:tedroila fers avec Udroitedo., .HT nu ii.^L- 1 W ii.tile a déterminer {7 a!; 
el si l'on abaisse par un point F, pris sur l'un des citea île eet aU|jle , une 
droite PU perpendkulairc .'1 l'aulir ..'jlé ,.(■[■! jnTpTnlieulnire fera avec II! 
cùlé FG un ai^lc CFII , complément ,1e hT.ll , ée:il à l'angle clicrché. 

7 0. EiA'iUhn de Pépim. Le sommet de l'angle olitenu GF11 étant sous 
le plan donné (AU, 11C), les parties dus lignes lie eoieiLrucliou BF, CF, 
qui ËVal situées veis le point F, et qui comprennent le lésuluil du pivjliléinc, 
. no sont pas vues , et doivent par conséqucnl tire pi-.ni-luécj (50). Quant 
aux projectioul de la droile donnée , elLs ue tout pleines que jusqu'au 
punit (I , l'J, où celle dii'ili' l.mt M-la-tuLi Sun., il dn-riére Je plan donné. 

77. Puani.àMi: 8. Dau: plans (AU, liC), (AD, DC), étant donnât , pi 
"wtnw r«ujfc nrfitr font entre eux. 

Pour résoudre ce proMcme, nous cticrclicrotis d'abunl l'intersection 
commune da ces pl:uiH ; rirju^ nièiu:niib. i-ji^uile, par un point de cette inter- 
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.section, un plan qui la coupe perpendiculairement, ce plan détcrratueri 
.-[]]- lus plans *i i >: i u h. : >- i-(.ik iln>;i:s il'iniei-uu'.inm, >:1 1 angle de ces droites 
sent l'angle cherché. 

H. & Les traces horiiontales Ail, AD, des plans donnes, 50 coupent en A; 

h. %ne de- (erre en A' et C : donc la droite (AC, A'C) est l'intersection des 
deux plans donnes. 

Menuns , par uti point quelconque (E, Ff) de cette intersection, un plan 
qui lui soit perpendiculaire. Il aura pour trace verticale une droite inconnue 
perpendiculaire à A'C (6fj)i laquelle droite se projettera horizontalement 

(EF, ET'}, dont 11 projection horizontale est paralièle iBA'.'et'la projection 

le plan lioriaoutal en F; donc le point F 'appartient à la trace horùon- 
tale de ce plan. Hais cette traee c-1 j>e:|ieri'!Li:LilaiLe à AC (66Jî donc, 
si l'on mène par le point F une droite ïti à angle droit sur AC, cette 

lairemeut à (AC, A'C). Quant à sa trace vertical?, if seraillu^u de in 

Ce plan coupera les traces AU, AD, suivant les points K et II , et les 
plans donuessuivant deux droites, que les points (E, E>t K, (G, E') et II, 
détermineront complètement. 0,; il ne s';i S ira que d'avoir les a:i S !=< Je tes 
droites. Four cela , on rabattra sur le plan horiiontal ( 7 a) le plan dont la 
trace est FG; les pointsKctH resteront ira roolnles; le point (E, E'} décrira 
autour du point G un oredont te rayon 1E' sera facile h construire, et ce 
point viendra s'ahaltre en !.. Les il miles 111 <iiu:,tion se rabat Iront par con- 
séquent en KL et 1IL , et KL1I sera l'angle demandé. 

-S. Ejcccaiùm de ivpm-c. 11 est aise devoir que le plan (Alî, BC) cache 
les parties DA, UG', des traces du plan (DA , DC) ; que la portion (M., XV) 
de l'intersection [les pl.-, m s donnes, comprise entre les points (A, A';,(t:, (,'}. 
où (AC, A'C) perce les plans de projection, est vue; ipii partir de l'inter- 
«cLion (AC, A'C) , et d., enté opposé au point B, le plan (AD, DC) se trouve 
au-dessus et en avnnl ili: phinfAH, lit]';, en sorte que les portions AI', IV1I, 
des traces du dernier ne sont pas vues, et qu'au contraire les parties AS, 
C'O, Je celles du premier sojit mus. Euii:t, il est aise de voir que les lignes 
K!., Lti, .[ni enmp: . n;ii-:it Iji^ii; de mari •te, - 0 1 i 1 c/:c!:.:ë> par Ici plan. 
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luire (1ÏF, F.V); elle le percera en un point (G, G 1 ), et en menant pur ce 
point une parallèle à la droite (CD, CD') , on I;. projection (GH, Gif) 
do celte droite sur le plan auxiliaire. Cette projection coupera la première 
droite (AE, A'B') en un point (H, H')| on élèvera, pr ce point, une pet- 

lele(JlD, H'D') à la droite (CG, CG), et colle parallèle, perpendiculaire à 
la fois 6ur les deux droites données, sera la ligne sur laquelle se mesure 
leur pins courte distance. Il cil clair que celte perpendiculaire coupe la 
droite (CD, CD 1 ) en (D , D") : elle a son pied sur (Ail, A'R') cil (H.»'); 
ainsi, la portion de droite (11D, ll'D') est la ligne demandée. 



CHAPITRE IV. 

Des lignes courbes. 

Si. Quoique nous ayons fait conuaitre, dès le chapitre i-, la manière de 

pitre il et chapitre ni, <ii^ pi..fili-iur^ à î-.^omiic Utiles, parce qu'il 

était bon d'exposer iiupamiaul li-urs ]irnj)i-ii!li'.i ;ji : ii! : :-.ili-s. C'est ce que nous 
allons faire dans ce rliapitri:. ètous ici iciidi-orii d'abord à la représentation 
des courbes, puis nous les considérerons sous le rapport de Icult iliredloï::. 
en chacun de leurs points, sous celui de lcui-s courbures variahles d'un 
point à un autre, et sous celui 'd'une i'cnéralion (.ni:,]oj;ue h celle du cercle) 
dont ellessont susceptibles. Cette marebe nous conduira successivement aux 
tangentes, aux plans et sus cercles qu'on nomme plttm mmlatntrs cl l'cnks 
n.!CIi/«(ei/rj, et an liants cumules souh le- m>ni. île iliWlii/ipanles et de dé- 
velnppécs: Nous ex]io.ei-u:i.^:ii.n Ile I:. Iln'crii! d'unir cuarlic fort usuelle, que 
l'on appelle hélice, et nous terminerons par la ré solution des problèmes que 
l'on peut proposer sur les lignes courbes, considérées eu ellcs-mcmes et par 
rapport aux grandeurs que nous savons représenter. Dans le complément 
(11». Vr, chap. m) , nous nous occuperons des propriétés qui ne sont pas 
a.-e? .éléiuci:t.i ires pour écee actuellement exposées. 

8a. Nous avons vu précédemment (i6), que les projections d'une ligne 
courbe délaissaient la forme de cette ligne et sa position. D'après cela , si 
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l'on trace arbitrairement par te plan horizontal une ligne ABC, et sur Je 
plan vertical une ligne A'IfC, il correspondra à la première de ces lignes 
uni; sniiari* pmjirl.inle verticale (fi) f à la seconde one surface projetante 
horimnlale, cl l'intersection de ces surfaces sera une ligne parfaitement 
déterminée de forme et de position. 
Si les déni projections ABC , A'B'C, sont déni lignes droites , les snr- 

( ABC f A'B'C) sera l'inte'rsection de ces plmis, et cette ligne scra'par con- 
séquent line droite. 

83. Si l'une des deux projections ABC, ATVC, est une ligne droite, la 
première par ejemple, el que Taulrc soit une ligne courbe, la surftee 

projetant' ve:lli::.lL' <:ol ]'ei-r>]:i].Li]'.,: i, 1., li^ll'l Alll' 'l'ia ]>k : .ri.i, cf 1.1 II^Ne 

(ABC, A'B'C') se tramera entièrement comprise dans un plan. Ce sera ce 

^Enfïn^si lesjwojcctions ARC, A'B'C, ne sont droite? ni l'une ni l'antre, 
el celé quelque sjslcmo de plans de projet-lion que l'on choisisse (*), les 
points de la ligne (AllC, A'IFC'), ne pourront être L la fols contenus dans 
aucun plan : cette courbe participera par conséquent, de quelque manière 
qiu 1 dci;x ]iL'i>ii'clinii.^ I.l i. | il- .'sentait, de la courbure de deux surfaces pro- 
jetantes; et ce sera ce <]«;-.„ appelle une cw,rie ,i double courbure ( 77 S). 

Al. Le cercle cïanl eii-cndré par l'entrémité d'un fil d'une longueur 
constante et en mouvement sur un plan autour d'un point immuable, le 
iil générateur a constamment tontes ses parties situées dans ce plan ; ainsi 
le cercle est une courbe plane. 

Si l'on veut avim .m < \. niple d'une courbe ù double courbure , on 
n'aura qu'à tracer sur le plan horizontal nnarede cercle ABC, et sur le plan 
■crtical un autre art de cercle A'B'C; ces deux arcs détermineront nos 
courbe (ABC, ATTC). qui sera, en général, une courbe «douille cour- 



(■) On tondit ouako«irl>e( ABC, A'fi'C) paorrait eiir plme, luoinac lriprojit- 
liom ABC, i'IfC.tuucnt ia mtirlia; et uWcacJu; il ast clair qurainn larapporliHi 
de BegrrjLi|J.D[ irc ta I1 i 1 ,l.i I H,J mn é.p.rr, Pp a.l au. pr.ni*» .ilHrjilpw.iHeqn'eo 
fil Irui^iili., | ,r„|,[l.„„..„r u c J i.suMau M > , .aiiï.l'ui„ ,1, 11, , „■ lrou.ll uns Ngncdroitf . 

C) Si I.»»™ AllC, A 11' Cï, .1.. .!,.„[ r.„,„ f ,1 i-i.r! tcnlre. ia r une 

nréme Jralic pirpraJianl.ira à la lieue de tare, la eourf* (ABC, A'ffC), ijuilear »r- 
rcipaiJrail.KralluTieaiurltfpWdiiiiCriraDetelkaquel'oii appelle ,U,p,„ (mjn 1» 



denrs qui ne soient pas dans son pion , il faut al-solumenl le secours des 
plans de projection, D'après cela, dans la plupart des questions que nous 
aurons à résoudre, nous iigus donnerons une ligne tourbe, plané ou à 
double courbure, par sesdeu^ iiinjei-liuiii -, s<-nl<:im:nt nous aurons le soin, 

s'aura il u:i!l ..lui h.- [lia il.; , -i i i I 1 lis données autant qu'il 

se pourra, en prenant une ligne droite pour l'une de ses proj^lru;^.. 

86. Le premier usage que nous ferons des lignes ARCD , A'B'CD', qui 
déterminent nue courbe (AHCD, A'B'CD '), ce sera de construire les points 
mmmunsàla courbe et aui plans de projection ; c'est-à-dire les traces de 

Or, on sait que les traces liori/(u!l:il«i w pmjeUfnl verticalement sur la 
ligne de terre (a*l); donc si des points A' et D', où la projcclioo verticale 
A'B'CD' rencDotrc la droite UN, on élève des perpendiculaires A'A, D'D, 
ii celte droite, ces perpendiculaires couperont la projection horizontale 
ABCD suivant les points A et D, ou (A, A 1 ) et (D, D'), qqi seront les traces 
liuriioiilales clierchées- 

Pour avoir les traces verticales de la même courbe. On se rappellera 
qu'elles doiveot avoir leurs projections horizontales sor MX ; on en cou-, 
dura que CCS trace.: ?r. pie. au l.[iii..iïiilal.]U[:jLt II et C; on élèvera 
perpendiculairement a la ligne de terre les droites 1111', CC; elles coupe- 
ront la ligne A'B'CD' en des points B' ctC, ou (H, B') et(C, C), et ces 
points seront les traces verticales cherchées. 

87. Ces traces, que l'on coiislniil ain.i dans tous les cas possibles, ser- 
vent à déterminer le-* p n lie- 'Le la cliiil-1»; (AlUill , A'B'CD'), cachées par. 
lefa pLin^ île pr..je.';'a,a. lai i.lï'.:l , eette courbe traversant le plan borizonlal 
en (A, A') cl (D, V), elle a ses ares (Aj-, AV), (D_j-, Dy), cachés à par- 



n'est par conséquent pas vi 




tombe, ci fjoi ne seront lulrt tbo*c ouc la dtu. projMiioii.<!e la liium- 
ivi E c,ilr dur, luparci la rourbe tn quf«ion CV«-.- Jlir , par ciemplt, 
n« U la» K niccn (U. 11 ; g b combe (ABC, AVC), * pour pro,«non. r, ■ 
[«droites Mil, M'B - , respectivement tangentes nu* projixliuiis AJJC, A'U't', 
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une extrémité du l'élément uugendré qui: lui- ":[..: <■ .:;.]!!■■ 
choque élément est p*r conséquent à angle droit sur le rayon correspon- 
dant ; d'où l'un voit que la tangente en un point d'un cercle est perpen- 
diculiùre au rayon qui pave par ce point. 

93. Quant au prolllcme dont nous sommes partis (33), cl qui consiste I, 
trouver l'inigle soius Iriju.:! nueCTurhe qnckonrn.c;AnCD, A'n'CD 1 ), perce 
'■ un plan de projection , (tac exemple , le plan horizontal, 13 est clair que 
cet angle est celui que fait avec ee mémo plan l'élément ïnliniment peh't 
qui correspond, sur la courhe, à la trace (A, A') on (I), IV). Ainsi, pour 

{D, DO, des'iaiigenles a la couX (ABCD, A'B'CTT), et dTconstrui're , Jwi 

i]ï. Ij'iisngc des tangentes étant très fréquent dans toutes les applications 
des .Mathématiques, on a donné des noms particuliers au* grandeurs qui ont 

Aillai, le ]>lan lii.-i].' [Vu 1.' |im.:iI if' 1 contact d'une tangente, perpendi- 
■ ■ l'un appelle un plan nnrmttt. Les 
plans normaii, .r'uii- m-nie liiliKm distinguent d'ailleurs entre eus par 

ces lanfienlcs. 

Lorsqu'une courlie est plrnr- , er .|n'on mène par le point de contact 
d'une de ses langeiilrs , un.- <!..>it|. -rendit: nia ire à cvtte tangente et 
comprise dans le plan de la conrhe. cette droite est ce qu'on appelle «ni» 
normale do la courhe. D'ipril rein , le rayon d'un cercle est la normale de 
la circonférence, nu poi.it oit il sBoulit sur celte circonférence. 

il suit du ces iléliuilions, que les no, -maies et les plans normaux se dc'- 

04. Pour complcti-r la lliéoric lie* tangentes, îles normales -et des plans 



vs ti :n : ns''.|>lil>le d'être utile di 



tique, nous ne pourrons choisir, par la suite, les ciemplcs de lignes 
courbes dont nom aurons besoin , que dans les familles pour lesquelles 
lie tangentes s'obtiennent par d<'s finn!" hj n1bi : li';n<-s particuliers. Nom 
nous bornerons aux familles que ce cha pitre e! la ZV'ote i" font COnneHn,, 

05. DES PLAîiS ET DES CERCLES 0SCULATE1ÏRS. La langenie .une 
courbe ayant eu comniun aveï elle (89) un élément infiniment pelil.elle es! 
do (ouïes les lignes droitei possibles celle r]i:i, ;iu puin: île contact, approche 
le plus de se confondre avec la courbe ; car pour qu'une autre droite tou- 
chât cette courba plus intimement , U faudrait qu'elle eût deuv olcmru* 
consécutifs communi avec elle , ce qui est impossible, puisque déni élé- 
mens consécutifs d'une courlio ne lonl pan daus la même direction. 

Mais ces deux élémens étant toujours dans un même, plan , on vj voir 
sortir de cette propriété des considérations nouvelles d'une grande utilité. 

Soient Ail, BC, deui élémens consécutifs infiniment petits d'une courhii 
quelconque; ïlt détermineront un plan qui passera parles deux langent» 
consécutives MT, fiQ, de celle courbe, el iHaioucliern aussi intimement 
qu'un plan pulase la toucher , attendu quu jour qu'un plan se confondu 
arec elle suivant un arc d'une plui grande longueur, it faudrait qu'il 
passât par un troisième élément situe à la suilo de AU ot BC, ce qui, eu 
général , cet impossible , puisqu'un plan ne peut 'être assujetti à passer par 
plus de deux droites. 

Or, le pli" que déterminent les deux tangentes consécutives MF, KQ, 

cjG. Si par BC, et par l'élément consécutif CD, on mène un nouveau 
plan, ce sera le plan oscula leur en C, et ainsi di' suite; en sorte qu a chaque 

point B, C, etc., de lacourlie, il ..IL-.rsjluiiil au plan m. a dateur par! icu lier. 

Il est clair que si tous les plans oseulalcnrs se confonde»' en un nul, 
la courbe sera une courbe plane. Si, au contraire, ils dillornit fitnerilc- 

97. Dans le plan osculatcur ABC de deux élémens consécutifs AB, BC, 
d'une courbe quelconqaa, élevons, sur les milieux m et n de ces élémens, 
deux perpendiculaires mO.'nO, ou, ce qui est la même chose (rjî), deux 
normales a celle courbe. Ces normales se couperont en un point Q [ c! si , 
de ce poïul comme centre , avec la distance OB comme rayon, on décrit un 
cercle, il passera par les trois pointa A, B, C, et coïncidera avec la courbe 



=1 



:, PBC', il viendra, en désignant parCetC les courbures *' 
à «Singles, 

' C : C :î K' : R. 



leurs étant tous diflerens (yG) , lus centres de courbure se trouvent distribué* 
dans une suite de plans (771). 

iod. DES DÉVELOPPÉES ET DES DÉVELOPPANTES ('*). On sait 
que si une droite, considérée dans un plan , tourne autour d'un de sa 
points supposé file, tous les autres points de la droite i.[oi.ri: on ! aiilu'.u- 
du point fixe des oii-L- n:i ili-h-:. i[<- .:l:vk', i.:i.^'iilL-;r|i]i!:;. On ■ n vuii 
ce qui suit qui! n'y a aucune courte qu'on ne puisse concevoir engendrée 
d'une manière analogue. 

Soit ABCN une courbe quelconque tracée sur un plan i si Ton conçoit I, 

cesser de lui être tangente , disque point D do la droite SR décrira une 
courbe EDCOV, qui sera ce qu'on nnp. llc mie il, ; i ;■!',/ 'panie de AUCi; et 
cette dernière courbe prendra, par rapport à la ligne décrite EDCOV, le 

:i.mi tl,krIoppéc. 

101. Chaque élément mm' de h développante EDCOV, sera perpendicu- 
laire à la direction correspondante SR de la droite mobile ; car cet clément 
mira la même direction rru'aorait en D l'élément d'un arc de cercle décrit 
du point de contact g, comme cenus, avec un rayon BD. Ainsi, la lan- 

<■) Cal d'.prii la aie! d'un de me .mi. (M. d. M.i.irrv, •■>««> protester) 01K fa) 

■-,'■■]-,[ , .•.-Lti'H<j>hriii L 1 ln-i.vir- ili-i .■.■ l .'ij..'< iv 
(") CctirticlcirttirrtnGWcpsrticdclnCmiiiiliKiIcsrri r tiTcdc>l.Mo'i^. 
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(■«île DT de la développante, est perpendiculaire o b tangente corrospon- 

102. Si le point décrivant D est pris sur la droite RS, du coté BD qui s'ap- 
prncEic de la développée, In rmn lj.: tic-ili; JII.KIi -:',-p :jliii.Jih j:i de \ I1CN - :■' 
lorsque le point 1) sera devenu Im-niémc II' point de contact C de la droite 
mobile et de la <lcvel0p7.LV , eeiii demicre tourne ■ ■; la développante -[■ 

rencontreront eu C- M:ns l.i <?cc<.liipjjaiil:' Ml' li ;i';. I.LFiL p--: In développée , 
car dès que le point lie contact de la droite mollit: aura dépasse le point C, 
le poinl décrivant [ ï^udr.i ,-nr lui-même , en parcourant une ligne (jtiï 
auj'.l la ligure COV. lit mm la courlic di : ;T:!e cfl lonjnurs perpendicu- 
laire à la direction de la droite mobile, les dom branche! CDE, COV, de 
J.i développante, seront perpendiculaires a la droite PM, qui touche ABCiV 
' piiC, et par conseillant taueent!- eritif: elles et normales à la développée. 
I* poinlC, suivant lequel denK brandies d'une mcinc courbe se réunis- 
sent ainsi , est ce qu'on nom nui un ]i.«n! ,lc rcbmunenmnl. 

ioj. Puisque loui les points de la droite moliile P.S s'appuient Mieci-ivi- 
vement sur ABCN , sans que celte droite éprouve de mouvement dans le 
sens de sa longueur, il s'ensuit nécessairement , que la partie BD de la droite 
US, comprise entre 1 :i développante e; la dé', cloppcc , ij cj^ale en longue ur 
à l'arc HIIGC. De même, tes Variée!, le- 111,, t'.K , NO, YZ, etc. , sont égales 
au* arcs IIGC, CC, CX, CNY, etc., qui leur correspondent. 

Il suit delà que si un lil llevible cl incite, lïibic l-I enroulé sur la déve- 
loppée ABHGC, c! qu'on vienne ii le développer, à partir de l'eslrcmifé C, 
ne lil prendra succciveiucntl, h ]«(ii;,ins A.BHGK, AB11L, ABD, cte. ; et 
. en supposant qu'il ne glisse pas sur la liévrlnpjiée , le point C décrira la 
branelic'CDE de la développante , tomme un point d'une droite tournant 

Il est clair que latranita C d'un autre fil, enveloppe" sur l'arc CMÏU, 
décrirait scmblnblcmcnt la brandie COV. 

(Test cette propriété qui a fait donner aux lignes, telles que ABCS .et 
VOCDE , les noms de dé, , luppées ci de développantes. 

lo.-i. Élanl duui.ee 1„ deielo;,],,^ AI1CN , et sachant m ci icr des tangentes 
à cette courlje, il sera facile de construire les brandies (IDE, COV, de la 
développante VOCDE. IWiLcla, on mènera perdes pointe G', 11, B, etc.. 
peu éloigné, les uns de, autres, des tangentes GK, lit,, BD, clc. ; on por- 
tera ensuite la longueur curviligne CG de G en K, la longusur curviligne 
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cl la courbe ABCS , décrile de manière a le, loucher lotîtes, sera celle dé- 
vcloppéc {*). 

10G. Le cercle ?Zf, qui a son centre ï an point <Ie contact de la nor- 
male 7,j et de la développée, passe parles élémens infiniment petits WZ, 
Z;, de VOCDK; car le [.«lui V est l'intersection des perpendiculaires éle- 
vées sur les milieu* de WZ ctdeZî, ou, autrement dif, il esti'intcrsec- 
lion des normales consécutives qui rencontrent les élénicnsWZ cl Z: : donc 
ce cercle est le cercle osculateur en Z. 

Il suit de là <[ue la développée de la ligne plane VOCDE est le lien des 
centres de courbure de celte ligne {**). 

11 est clair d'ailleui ■■; oui le cercle oscillateur «Z; se trouve, pr rapport 
, : :e:iien; il-; contact V-/.. L- .d'un cote p au dehors de la développante, 
et de l'autre coté; au dedans. 

107. Nous conclurons de ce qui précède que chaque courbe plaoe a dans 
son plan une développée cl ou:: iuiiiiile' «le développantes qu'on sait con- 

paules, et ainsi de suite* cil sorte qu'une seule courbe conduit à une fa- 

■ Nous verrous dm:. [1: Complenu-i:; ;';Sî), en nous occupant des déve- 
loppées des courbes s double, cuuiiiurc . qu'une courbe quelconque a aussi 
nue infinité île développe..-.., qii ici m. ul une ['.un: Ile aussi nombreuse que 
celle de .'es développantes. 

108. Mois il y a entre les développées et les développantes des diffé- 
rences à reinirquer. llsus l"i-l rictacl de éi science , on ne sait pas déter- 
miner, sans le secour- de fnii.lvsc, les points de contact des normales 
d'unecourhe avec la développée de celte courbe ("*). 11 résulte de là, 1*. que 
la développante qu'on peut en déduire est connue par la détermination 
tfi'.ipliiquc d'autant de ses points qu'on on vent, tandis qu'on n'ohtieot la 
développée que par les t.iu^eiilc, de celte duc icre, ce qui eu rend le trace 
liii-l difficile; 3". qu'on ne pe .it p.- construire sj iitl.cliquenieill les normales 



leurs tangente cr 1! 

(") 11 n'eu ^r.iit ^r.^it-i-- ilan; k ■ -.m Is li;:nr,t .nriiv -.-.Il . : i hIi.,,1,1,. eiii.rl.i.re [77^. 

(-■•)0 < nrTri,.W-l':t"™!>li'"fe. (77 0. un 1,1. ,.,;„ ,l'o]/ ci. Le lis jiomli ucomljct lit) 
liii^eut^ZÏ. O.V : clc. i mail cVfi 'i m si, I pr,,,, leensON I.- c.Lirh.- A CCN est in enêr. 
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cr b ^ wlw ipgr h ri, uonMfpMromeut . qi'ou ne peu» j*a* ili dune d'ojiL- pi - 
drvflMppêv, il propre dévrloppfr , rt b développée c'e '3 déïr'.nppér.clc 1 1 *" 

109- Longue la n>urb* plan* doin-re r-I i r.i- 1 irmiilërrnrt lïe renie , 
leultui branche» LUE. U)V, de b developcuni*. tout «jméïriquci par 
rippon 1 !• droite (Jt- , Mena* le point CM par le cenirede cette rir ; 

i-onvolaliuns. , dan* li-vpi'llrt r'-lv éa£nndil de plo* ni pli.», rl la <lé»e- 
luppanlc prend le nntn de tpiraif ttt\rtof.i*iptr iftt rerclr. I.V*t iipp rumV 




tes ira AU, AC, AD..., rtcliliés ; «Ile courbe sera ce qu'on apjxllc ans 

mènera la droite ad', puis on retiuLra lis arcs AD, AC, AD. . ., do n en A, 
deaen c, denciw/, etc.; on tiendra ensuite les droites Ai', M", <if\.., 
perpendiculairement sur tuf , et ces droites seronl b* hauteurs r au-dessus 
J11 pkin lniri^ynli.l , ili < p.iiulMV I'IkM'-: pi'ij-Huit en A, B, C, etc. 

Donc, si l'on porte lib' du K en B', ce' du I en C, r/./' ,1e K tu Tf, et .11 IIS i 
de suite, le; points A', B', C, D'..., qu'on obtiendra, détermineront fa 
projection verticale cherchée A'B/C'D 1 . . , 

.11. 11 résulte dcccfitONSlmclioiis que si l'on découpe le Irisutje «<lit, 
et qu'on phee la ligne M au] {D , KLi ; , puis que l'on courte Icpltuim/rf 
de manière que 1<J^ Inn^ueurs rtA, Ar, ttl. . , r n'appliquent hurleurs égale* 
AB, BC, CD..., les points a, A', c'..., viendront s'abattre en [A, A'J, 
(R, R'), (C, C')...,ella ligne droite <I,I\ nirisi rnurl.-c , coïncidera avec 
l'liélicc(ABC..., A'It(: , ...),-a, 1! ., ] „,. I. Cm,,,,, „,/„■■ : ,i, éprouve nï de'chi- 
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pl 7- aura subi, c'est qu'elle se sera divisée en tripènes infiniment étroits b'baf, 
F "- 5 e'eaW..., dont les pfcnsaurunt tourné sur les art les Ht, ce', d,(. . ., rai- 

\:nt E i ! -.: 1 1 ! . L I ^ ■., i - 1-- - si: j.'i;.i icu I , i].: que !.: li^!!L j ! ■'■ i ï . . . 

pv^u l'j l:i j AUUDI!. , . Ui , il clair que dans ce changement , 

l r ]::^l': ■•..i-.-i.iiil .■'/,:'., Ici clcn i *j r i -". :b <r<' ion- a.cc r[ri T n'aura nnïlu- 
mant varié; donc tous les élémens de la coarbe (ABC. .., A'B'C'. ..), font 
le même angle b'itb avec le plan horizontal. 

Cette propriété remarquable raractéri-ii; les liclirts , cléquiTant, comme 

hélice [ABC..., A'B'C'...). «n ans infiniment petits, et que l'on forme 

entre eun, rumme étant formés avec des hjpolhénuses égales, scroblablc- 
menl inclinées sur le plan horizontal, tir, il mi il ib: là que si, a partir d'un 
point quelconque (A, V} de l'hélice, on prend deux arcsà volonté (AS, 
A'D'), (ABCD, A'D'CD'), les prejcriic.,,. l,mi«iitA-s Ail, ABCD, de ces 

lion, que las hauIcurTnB' , KD% des citrémités (II, JT), (ûf D'), rte ces 
mêmes arcs au-dessus dn point \.\ , A' . co:il.ir.i:ilm:il :1c n' lis ïLTli;:uii 
des mêmes triangles. Donc les hauteurs KB', KD', seront proportionnelles 
nui arcs AB, ABCD ; ceqai esl justement la définition dont nous sommes 
partis („o). 

m. Puisque tons l,w rl,lnwi,s d- l'hélice (ABC..., A'B'C.,.), font le 
meme angle b'ab avec le plan horiiontsl, il sera aisé d'obtenir la tangente 
en un point donné (D, IV} .le celte hélice, l'our opérer de la manière la 
plus simple , voici ce qu'il faudra faire. On mènera par le point D rie la 

ut cette droite sera nécessairement la projection horizontale de la tangente 
cherchée (90); on prendra DT égale à l'arc J1CM i.n riiii;; un c.mslviiira lu 
projection verticale T' du point T; enfin, on mènera T'l>', et la droite 
(?!>, VW) sera tangente en (D, jy) à l'hélice (ABC. .., A'B'C. . O-.En 



1,-. Hil^riu'li, vu un c.T.iiiii;« p.-. i r ! J i n .1 i . l' :i m 1 une I li.jn 
). [".inil! il.-? Indices, parte i]iiou appose toujours nue la 
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plan horizontal, un ongle égal à l'angle b'ah : or, la première condi- 

voir qu'elle l'est aussi, car on a celle proportion : l'arc ABCD, égal h TB , 
esl b la hauLcur KD' du point donné au-dessus du point (A, A') , comme 
ab est n bli'. 

Il est clair que-si l'on toulait développer sur DT , an lieu de l'are DCBA, 
tout antre are DCB commençant au point D, la tangente s'olilL'iidrait pâl- 
ies mîmes constructions, moyennant qu'on substituât au plan horizonlal 
qui passe par le point (A, A'), celui qui contient le poinl (B, B'J.^or- 
respondanl h l'extrémité B de l'arc DCB. . 

1 13. Maintenant que nous savons mener des tangentes aux hélices, noua 
allons démontrer qui- es .■oui ].e-. 'Oui <]-ji cuiiil.'. 1 - (l< mlif l- courbure dfins 
tons les cas où la ligne AUCD. , . n'est pas une ligne droite. Pour cela, 
cherchons le lieu des points, tels que T, on les tangentes h l'hélice (ABU . . ., 
A'IÏ'C. . 0 percent le plan borizonU]. On sait, par ce qui a été dit plu- 
haut, que le point T est sur la droite TD, tangente eu 1) à ABCDE. .. , à 
une distance du point D égale à l'arc développé ABCD; d'où l'on voit que 
le lieu cherché est la développante ARTS de ABCDil. . . Maïs si l'hélice 

percent suivant une rfévi.i.hpp-.nte; ( ! r l'hi-Lice est une courbe à double 

courbure. :.■*.' 

1 14. On donne h la courbe AUCD . ■ . , an moyen de laquelle une hélice est 
construite, le nom de h;.::- ilr l'!,tlii:-. Et lorsijue celle base est un cercle, 
comme dans le cas de la liguée, on appelle la courbe (ABC. . ., A'BC). . ., 

■ hèUceàbasecircuLiirc , la l^,:,.- vtrlicnlc !<J, A'X), (U'erfeJV:LÏ:ee, ctla 
hauteur A' A", comprime entre ileni inlerseclifui-, < o executives de la conrbe 
avec une verticale (A , A'A") , pas île Ckdlicc. 

n5. Nous ièrous observer en passant qu'une hélice à base circulaire 

sali alors que la projection AB d'un arc lie cet hélice étanl une certaine 
fraction de la base, cet arc s'élèvera , de l'estrémité (A, A') à l'cMrémité 

clinaison de l'hélice ,- c'est-à-dire l'angle de sa tangente avec le plan hori- 
zontal : en effet, si l'on décrit un triangle reclanglo, en portant la circon- 
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fcrqucQ de la base sur une horizontale, et le pas sur une .verticale , 
[h, pniéin.se deee rvi :.n^! L - :n,r;i l'jni. I iiini^Qji cl h: il: liée. 

i t6. Ces considérations , en même, temps qu'elles nous font connaître les 

les projections verticales des hélices dont les IjascTsont des cercles. Oo cle- 

B [| est dVidcnt qu'elles s'élendent à l'infini suivani l'axe A%, et qu'elfcs 

c i -■ 1 1 j ■ ■ ■ ■ 1 1 ■■ :riii'iili: 'N: [.ihi:::- A', \\ r A", clc. Comme On Bail mener 

nue tangente T'D' en un point quelconque 13' d'une de ces colii>--s ' i i . 
il est aise de vuir que la courbure d'une sinusoïde change de sens aux points 
A', F.', A", etc., où elle coupe l'.-,\e A'X. Ces points s'appellent, par celte 
raison, îles jwiii/.v i/ï.'.'.'i [1. ■■ ■ir., l rit . dans te cas particulier îles si- 

117. Nous savons donc main lenant, an moyen de ce nui précède, cl au 
ni'ivlil '" 1 ", cj:i:ti;iire de^ îl^iie; il mie infinie d'e:;p..'ces h s:lvo!j - 
dn; r. n ir ; , i!r' rll 1 p:r: , h-, | >L ]-]'Olj ; . 'Ie : pnrulj >:er.; des spirale j dc- 
veloppantes de cercles; des hélices à bases circulaires; des sinusoïdes ; des 
développantes de cercle-, d'ellipses, d'b) perleilcs et (le paraboles; des dé- 
veloppantes de ceiidi-veluppinres, et une infini le de développantes d'autres 
développantes; enfin, roules lis liéliets qui .1111 jieul pour lsws des courbes 
des espèces précédentes. ; 

le point de contact de ta tangente demandée nous est donné. Mois, comme 
:! !:iu' iMinveiil. mené:' de. Imitent. % s:: ri- ;:ve.i[- l,:i:r ee.inl il:: i':r.ll;u I , ii l. : t 
i r-nvenable ijne nous liinijioii- parmi l.s .[lierions que nous avons a ré- 
soudre sur les lignes ciinrbes, plusieurs problèmes relatifs aux tangentes. 

118. PF.ORLKMES SUR LES TANGENTES cl sur les ligna courba 
ea général. On a besoin de déterminer les tangentes dans trois cas princi- 



(') Ce nom cil lire de leur équation, qu'il f>t f«iU é'.it.teiiïr. l'rsnonj A' S pour aie 
ussabjciue., et A'Y pour 010 des ordonnée.. AtaissonsItT ctliji perpeildiaUUtWlt 

PII' = P I> = .in arc Ân ; et comme le rapport Ai l'arc An I I. hauteur Ru", iaalei AT, 
«tconilant (110), ou aura, on .ppcloni,*» rapport, arcAll=mX Kll'. En dedruiant 
.torroauirantruuEoA'Ppara, ctPir v „), il .ieinl.^rii = .in mi, ou j— i!omt, 
qui fil l'rqiulion cberor.ee. Elle ciprjrac, comme ou mit, qua l'ordonnée «f le «nui 
d'un nuillIpleilel'abidiK. 
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même cas ani projcclLiiiis AUi, A'C'ir, île celle courbe (90), et Von pourra 
en déduire leurs normales Ol, il rusultc de là un moyen facile de 
mener la tangente demandéc. 



prrtjtcl ï-jri AGI cl 1 1 ■ ^ l:i einirlu: . . flou.- rnfin , si l'on mène par 

cette intersection et pr juiî:it M . I;: ligne droite MC, Cetleligne sera (a 



projection 1 

Ayant trouvé la |>r.jji:i iioii Ihu i/.Milal,: C du [itiim l'ontacl, sa projec- 
tion verlicale C s'ensui™ ; l'I <:u mimant la dmiie CM', tangente en C B 
" la courbe A'CB', on aura la tangente demandée (CM, CTH"). 

Si l'on mène pnr k- jujint M la rTrui T.- MM' jicip^ulkiilaire à la ligne de 
terre, elle coupera CM' en un point M', qui -aa la projection verticale du 
point donné. Ou vint pnr Ni qui; le point (M, 11') élail complètement dé- 
termine par la seule projection M (iao). 

taa. PnoBLÈUF. t. Étant dtmnéc mit- cnurbc {ACB , A'CB'), ci con- 
wtùoiHf in pmjeeiiuii lavivi-Aaii !\| Jnni! /V;.n<: ii'iuiïr,- un demande de 
mener à la conrlin dur/née mu- t.uiç, ntr ,k-nt lu prt.-jcïthn horizontale soir 
parallèle ÀPQ. 

Menons d'abord une li^rn- clrbuc latente à la projection horizontale ACB 
et parallèle a PQ. Pour cela, nous prendrons sur cette projection plusieurs 
points a, a 1 , a'...; par chacun 'd'aux nous mènerons tes tangentes ai, 
db 1 , ifb'... k la courbe- ACB; nous porterons sur tes tangentes, à partir 

longueur arbitraire al, = tsli = a'// 1 = etc. Par les points obtenus 
h, b'ib". . ., MUS mènerons les droites bd. Va", i'Vi". . -, parallèles à PQ, 
et nous prendrons sur ces droites, du ente où quelques-unes d'entre elles 
coupent la courbe ACB, les lonrracurs ta", b;r, V'd"..., égales 1 in. 
Enfin, parles points d, n", if 1 .. ,, extrémités de ces longnenis, nons me- 



wnUt de la tangente cnerriée CM. tadht, b courbe raxiKuw (if ri". . . 
est Ici lieu d'une suite fk points rf, if, tC . . . , qui forment avec lotira cor- 
re>poudaus a et b, ti et M, h" tt l''. . une tuile de triangles iho&cèles 
n'AV, ii'b"<f.. .j or , celui de triante* rjui répond à h tinginiri- 
CM, aœnugtoeni nul; donc, pour ce triangle, le point ri Je Ib courbe 

Connaissait lu point C, on en déduira lu uijuuiIi: t.. M , et l'on obtiendra 
Ij> tangente dénudée [CM, CM 1 ), en meuanl par la projection verticale C 
K "uuTcM'(*}. ™P™J'*> n< 

ij5. Pnnm.Èxr. î. Bie cnurfe (ABC, A'B'C) étant thmêe avec m, ' 
plan (DE, El'), ,>n rfwmm.fr dm r ;„,.t SmtPHecthu. 

Pour résoudre ire problème, ti<-.i]S i...rn^Yi»ii'. pm l.t projection linri*uu- 
tnle ABC de le courbe donnée , une iiiile verticales; elles foiïneruul 



.l..rd.e> Mail 
•ur 1 lotennti 



, .1 apte* n-b . aiaëde I. 



mirant une t.oriirratilr (Kfï, KG - ) I 
!G,g<ï),(lHi, W),«c renedrero 
tmrrtiun de le Tntink- (G, fC') e 1 
mi™ nuu et» rte HUI.', par In pm 
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obtenus tomme (C. , (■',, i-.-itf cunt-lic sera 1a projection verticale deimter- 

Nous connaissons donc mainlcnsnl deux lignes (ABC, A'B'C'), (ABC, 
D'Il'L'J, qui contiennent II- points demandés; et comme elles ont même 
projection horizontale AliC, ces points seront nécessairement oeui qui 

jKtion/ÎÎ'B'C', J DH'L'. ^ P 

point B', qui correspond .111 point E de la projection horizontale; donc: le 
plan (DE, EF) n'est perce par la courbe (ABC, A'B'C) que suivant le seul' 
point (II, B'). 

i a/j. Extkutîoa de l'èpurc. La partie (AD11, A'B") de la courbe donnée 
est évidemment vue :.n- li - [no; i-jn-- : aui-i les lignes ADÛ, A'B', 

doivent élrc pleines. La partie inférieure (BC , BC) de la mémo courbe 
est sous le plan donne , <m la considère pur rapport au plan horizontal, 
et dciTÎère ce pian, si on la considère par rapport au plan vertical, les 
arcs BC et B'C doivent en conséquence ilre. ponctués (50). Quant à la 
COUI L I>e D^'L' et ain il ILj : lijnks lit: l\-|iiLLV, ce sont de Ji^ncs <3c ron- 

ij'li. Schu/ic r'" r l.i:- consIrucLioi^ au moyen desquelles le problème 
précédent vieil! d'être résolu , auraient j 11.1 cire :ains;.i; moyen de la courbe 
ABC, comme elles l'ont été au niOjCii de la rourj-c A'K'C Alors la surface 
projetante employée , au lien <Vùl:v Iïimikv p;n L 1.^ Verticales dont les pieds 
sont sur AJ!C, aurait été formée par des horizontales perpendiculaires au 
plan vertical suivant les points de A'B'C, et l'on aurait trouvé pour résultat 
le même point (H, B') obtenu par les premières constructions. On/peut par 

smc^tmntucllcmenldcïrrilication. ' ï™ T 1 

: .0. ,Vi.7,-./.V m. SiLnpn-oiis oue le [jI:i:l ilonn.: "aut 1 un des plans de pro- 
jection, le plan horizontal, par exemple. La surface projetante qui, dans 
lij solution générale , coupe le plan donné suivant (ABC, D'B'L% coupera 
le plan horizontal suivant la ligne (ABC, EC'), la lit^nc B'B'L' sera consé- 
quemmeut remplacée par EC , el le- opération'. qui donnaient le point B' 
donneront le point C. En éleva ni Jonc par ce dernier point la droite CC 
à angle droit sur Et, on obtiendra 1.: trace I10ri7.onl.1le (C, C) de la courbe 
donnée. C'est ce qu'on savait déjà (KG). 

i:;. Sentie 3. Suppomn! (|uc le |il«a d.i ; -uil j» r|>aijicut.iire i l'un des pluu: de 
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LIVRE II. 

SCIIFACES COURBES. 



CHAPITRE 'PREMIER. 

Du mode de représentai iwi iuritu-es courtes. 

1 3o. J^Es projecliniis de- lie;ui-- il miles cl le.s |iinji . lii]ii'- des lignes i ourlîes, 
fournissent , comme on I n vu dans tes Piclimiuaiies, <Îl-s représentations 
rigoureuses de ces giaadeui'... Cu- n piescntatiutis soul Icllcs, que si l'on 
mène une droite perpendiculaire a 1a ligne de terre, cette droite coupe les 
deu* projections d'un.' I i ;n n- drnife , m; les d'u\ pi-ojections d'une ligne 
Courbe, en dtin peinv. , qei . )rll 11 - .lieis [n-..iri : l]ii:e- d'un même pnint de 
la droite ou île ia courl.e i epi.i"'iilér , 'I rjnl représrnlent ce puiut(iGet uj). 

H suit de là ipie , dan.- le îui.nle il': repré-e il.il: les lignes dii'ilcs e! 

des ligues courbes, cbûque point dé ces liguas est réellement représente. 

non-seulement .[ne [:■, |n.qecli.>jjs l 1 1 ■ eliacnu r|.- Irui's puiuls t'ussrnt md i- 
qnees sur les plans lie pritjertinii, mais ine'in' rjui- les deus priquetious 
d'un mÔjne puint eussent <]i's inarques particulières qui i ndiquassenl leur 
dépendance. Or, l'usai: que jiuus «um ilejii IV il île la inétlnnlc des pmjce- 
lions montre suffisamment qu'un seiuljalilc moili; de leprci-ewalion senil 
iiiqn-alicalilc, i-t qu'il n'aut.iil aucune técoildilc. 

lïl. Aucsj avons-nous représenté le plan, qui c.I la plus simple des sur- 
faces, au mojen de ses inlersccliniis aiur les plans de projection, et non 
pas aumojen des projcclions de se. peiinls. Il s'agit ilcinc lie trouver, poul- 
ies surfaces™ général, un mode de rrpré-entalion analogue à celui qu'on 
emploie puur représenter le plan, ("est a quoi vont nous conduire les ton, 
salerai ions suivantes. 

' i5ï. Concevons une li^i:e dan- l'cspai e , 1 1 :ma£;itnni : qu'elle prenne un 
mouvement quclcompie - il e.I i-lair que le lieu de ee mouvement sera ce 
qu'on appelle une.mi>'<.e. Si la ligne ,ei que-licin est une droite, par elemplc, 



produite sera un plan. Et si la ligue mobile est un cercle, el qu'il se meuve 
autour d'un de ses diamètres, la surface produite aura tous ses points à I.i 

engendré cette surface. On donne à la ligne mobile lenom àegàumtrieg, 
et l'on désigne-, sous eeliii de j,™-"ithi'.-j'i . riiiiqiM minière particulière d'eri- 
Rendrcr une surface par le mouvement d'une ligne. 

iSS. [lest facile d'indiquer sur nui! -tii-fara: mil mm plusieurs espèces de 
Rcnéralioni. Le plan, par exemple, peut être produit pr une droite mobilr 
«ur deux autres droites menées par un même point, on par une droite 
provint toujours pjr un point ti*e et se mouvant sur nnc droite fine, 
nu par une. droite, rn..l:i]i - .inliiur hI'iiii (îoiril , ri.' m an 1ère qu'elle fasse 

iJl- tonne , ]-iiii^.i[ui: cc.-L loujo.n- nul li^tie droite; mais il arrive qucl- 
i|-,i..'Lo:^ o:i entendre une surface par le moyen d'une li^m: vsiii.Me [!■■ 
ligurr vu même temps qu'elle varie de position. 

Imaginons dans l'eip.-.ie un lerrle vertical, et concevons qu'un cercle 
IiOlûotilal moliile ail -iu:,:,:.-,sisrmi:[H |x>iii- diamètre I, ni lis les cordes hori- 
zontales du cercle vertical ; on voit que le cercle mobile variera de rayon, 
—-—ni de ligure, i mesure qu'il changera de hauteur, et qu'il 
i mouvement une snrfacc spheriqqtf. 

la loi de 
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Maintenant que l'on doit avoir des idées claires des générations des sur- 
faces et de l'utilité de ces générations, passons a l'exposition dn moyen 
qu'elles procurent pour représenter les surfaces. 

1 4>>- Supposons d'abord que le mouvement d'une génératrice constante 
ou variable de forme, soit donné par la condition qu'elle s'appuie sur une 
' ' Je surectte directrice d'une 
es lignes devront se eoupev 
à angle droit, et que la tangente à la génératrice au point d'intersection 
diit être parallèle à un plan donné, 

O il commencera par tracer les projections de la directrice: a chaque point 
de cette courba il correspondra une position de la génératrice ; on repré- 
sentera outanl de ces positions que cela sera nécessaire , et l'on aura la re- 

11 est aisé de voir qu'on pourra déduire d'une telle représentation au- 
tant de points de la surface représentée qu'on en voudra, et que les pro- 
jections des diverses positions de la génératrice aiimnl rk-s formes particu- 
lières qui Ecraseront la forme de celte surface. La suite nous montrera 
que ce mode de représentation se prête a toutes les opération? . i l 

loi, quelle qu'elle soit, on représentera la génératrice , dans autant, de ses 

de position, soit qu'elle soit à la fois variable de forme el de position ■- 
d'où l'on voit que le mode de représentation dont nous nous occupons 
« applique à tous les cas. 

MiniliniL-i .li:tiLH:[l,'jHiTLt l'n-a^L ■r.'\ri ;>,jljI l'ailé lie ce inude. .Nuus sej-oti- 
toodiiits à de* i-o:L«L':[iL^rj'ji.^ ii u porlan <e. : , il, ]iai'snit(\ a i|iir l'fn^= moyen-: 
de le rendre plu- pro[i:v a -on u]jji:l i'E a l'e^écutio 
intelligibles, 

. t4?- <Jne surface étant représentée par le moyen que fou vient 
quer, il sera lijujimr- iarili: de «jiMi.ii.e suri intersection avec 1 
donné. En cH'ct, ayatil un nnmlnv Millisniil il<: pu.Jk>i!= h ;[<lin: 
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condc courte par toutes leur» projections tiorîsc-ilsjes , on aura. avec toute 
l'exactitude que l'on pourra désirer, les deux projections de 11 ligne d'in- 

14S. Si le plan coupant était perpendiculaire • l'on des uW plane de 
projection, les constructions deviendraient extrêmement simple». Suppo- 
sons-le perpendiculaire au plan vertical, par exemple, et nommons T sa 
Irece verticale. Tous les points qu'il contiendra se projetteront verticale- 
ment sur cette traçe ; dont elle sera la projection verticale de l'intersection 
cherchée. Désignons par A, B, C. ,, lu projections horiaouules des di- 
verses positions de la génératrice, et par A', B', C . ..les projections ver- 
ticales correspondantes. Lus courues A', B', C, . , couperont la trace T en 
une suite de points a', t>', c' . . . , qui seront des projections verticales de 
points de cette intersection. Si donc on rapporte les pointe n', b% fl*.. ./en 

ir) qu'on mène la limite a/ir. . . , celle li^ue Ni seconde projection de la 

i44- D'après cela , iji.iii :'jrr:,<:cs oui:lro^"ui:.^ i.l'iit ,\: présentées sur II* 
plans de projection, on pourra tlétc-^iu^LL-;- ï-;i;i- irjiei-Mxtioti tommune. l'ejnr 
rela, on mènera une série de plans auxiliaires quelconques, de plans ho- 
rizontaux, par exemple; chacun d'eux coupera Tune des surfaces donnée* 
suixan tune première courbe, l'autre surface suivant une deuxième eourlie : 
un construira facUeuieiil ce- «mrlji-., et lis points où elles se rentonlremnl 
appartiendront il l'itilci-itclioii ". ln rehce. Doue, si l'on décrit convennble- 
ment une première lij;u.; qui contienne L;s projections horizontales de ce- 
points, puis une scrraide ligne qui contienne leurs projections verticales , 
deux ligne-, i-qiréseï lieront eelte. intersection. 

i45. Si l'on eomiiil. tljie, lY.[.;n e deux snrlàees qui se coupent, si l'on 
conçoit leur intersection commune, et si l'on cherche à se figurer leurs 
situations respective* ; 111 pic-, de cette intersection , ou sera conduit à su de- 
mander les différens angles sous lesquels elles su coupent. 

Or, de mciue qu'uuc ligne courbe quelconque peut âtre considérée 
tonjBia un polj'sooe dent les eûtes sont infiniment petits (8g), on peut 
aus» considérer une snrfiCH courbe , comme un polyèdre composé d'une 
inGuilé de loties infiniment petites, telles que l'angle que font entre elles 
deui SvxUwamkrtiv-:*, dinere infiniment peu de doua droits. Et si l'on 
imagine qu'une de ces tseettes élémentaires sait prolongea indéfiniment 
dans tous' les sens, il en résultera oyidcnimant un plan qui towjbem «lté 
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surface suivant l'élément qui aura été prolonge; cl ce plan sera rc qu'on 

appelle un plan langeât l)c la surface en question. 

On donne à l 'élément i[ui est uuimiuu au plan étala surface, le nom de 
jt/iim Ai- i-untact ou ^élément de contact, 

i ,U. Cela posé h il est clair qu'on aura l'angle que font entre elles deui 

entre eut les deux plans tangens à ces surfaces eu ce [x>int. Ce moyen d'ob- 
tenir un tel angle ne peut faire connaître encore qui: !nm.-j> imputai te m eut 
l'utilité des plans tangens ; ruais cette-utilité sera suffisamment développée 

par la suite, Vojous jiMsutenrnil iriniuieut se stiuiscnl ces plans. 

i/,7. Concevons par un point nui-lciiique d'une surface, une inlinité de 
courbes situées sur celte -m lace, et les latentes à toutes ces couriies; le 
plan tangent nu point dont il s'agit sera le lieu de toutes ces tangentes. En 
effet , par cela seul que CCS courbes passent par le point de eorilacl du plan 
tangent, elles traversent la facette commune à ce plan et à la surface; elles 

mais la languie a chaqm- courlii' est nrl eténiuiit i-ectili^ne j irulon^.! (rtq) - 
donc cette tangente est dans le plan langent, puisque ce plan n'est autre 
chose que la facette proloogee (i45). Donc, etc. 

s a^na , y^-w ,w":y Ir j-ian h:i:^ l n! ,1; /'.v:t . ,■ . ,7.. <:n:>ti 

par rc jutint lieux J.i.j-.v.r, h /, i/ri/.r t'mrb-* f'!mn>'.< <ur la surface et 
IHissanx par ce inena puinl. 

El « ce point de contact était sûr une ligne multiple, c'est-à-dire soivitit 
laquelle la surface se coupât elle-même , cette surface aurait en ce point 
plusieurs plans tangens, et deuv tangentes à deux- courbes menées par le 
poinl de contacts pourraient ne, pas appartenir au même plan L-tngcul ; 

i.5o.' Toutefois, de ce qu'un plan coupe une surface , ou ne peut pas 
conclure qu'il ne soit pas tangent à cette surface; la suite nous en donnera 

rapport, une portion de surface est ce qu'on appelle CWCXC loi-squ elle 
11. -f |i:d. ri.iri;i'. : i; |i^v .^-j [itaus ■.Liii;e[i'-, et 'J!i I.' l'n-tmic n:'H-:o'i< ?.jv quand 

La propriété qu'on vient de voir n" i/,-, est de la plus grande impor- 



Digitizod by Google 



tance, parce qu'elle condnil (i4°7> dans presque tona les as usuels, s la 

sphère un plan langent à celle sphère. On concevra quelle soit engendrée 
par un cercle mobile autour d'un de ae4 diamètres, et l'on remarquera que 
chacun des points de la gcuératricc décrit, dans le mouvement qui pro- 
duit la sphère , un cercle perpendiculaire à la charnière. D'après cela on 
conçoit qu'il sera facile de mener par le point de contact donné, i°. une 
position de la génératrice; s", le cercle, perpendiculaire à la charnière, 
correspondant au point de eonlict. On aura donc déni lignes qui se croise- 
ront en ce point ; on leur mènera des tangentes par ce mémo point, et le 
plan tangent cherche sera déterminé. 

i5a. Les plans taure os. offrent un r&ojen gnphurac de mener des tan- 
gentes aux lignes d'intersection des surfaces; car un point de l'intersection 



cet élément étant lui-même l'intersection des deu. facettes correspondantes 
de ces surfaces , l'élément rectiligne prolongé est l'intersection des facettes 
piul'jiif^éo^ ; c'est-à-dire que la tangente en un point de rintr.rswiiai! ,L- 
ileux sur/aces est In ligne dmite suivant laquelle te coupent les plans tan- 

l53. Parmi les intersections de surfaces , il y a une classe de lignes dont 
on lait un grand usage dans la Géométrie descriptive : ce sont leurs inter- 
sections avec les plans de projection. On donne le nom de traces à ces in- 
tersections. Ces traces n'étant autre chose que la suite des points où les 
diverses positions de la génératrice percent les plans de projection , elles 

l'on rapporte les j.i".i:i';n ■. ce loul^ Ils tî^ri'lLuv.- , <-:■.. lr.ii.Li , lu ^l : iil:;iI , 
aident puissamment a se hien figurer la situation d'une surface représentée. 

une représentation soignée. Oit verra qui] y a des cas simples où elles pour- 
raient suffire seules pour représenter une surface, et pour qu'on pût faire 

Les contour.' .|in < [i[L:ijji ]il [■:.. projections des points d'une surface 



Puisque ces contours enferment sur chaque plia de projection l'espace 
où se projettent les points d'une surface, il est facile on général de Icsdé- 

de ses positions, les ligues telles que nn'n'W", i 
i-o»llesprojcc1inus;nrc/*, iH'ttp, m"n"p'. . ., curr. 
seront tes contours cherchés. Sons verrons dans la alite (Ï87) un antre 
mnjcn de les déterminer. 
Ces contours sont quelquefois des lignes droites , et , pour l'ordinaire, 

■ 55. Lorsque la génératrice d'une surface est composée de branches sé- 
parées, comme celles d'une hyperbole, pareiemplc, sa surrace est souvent 
formée de parties distinctes, ou même isolées, qu'on nomme nappes 
(aa8 note, etflir?), et il eu resuite naturellement qn'ÏÏ y a pour choque 



prendra par la suite , ne change rien à la manière de construire les con- 

i56. Kons conclurons de roui ce qui précode, qu'en général pour repré- 
senter une surface, il fant. 

Premièrement . construire les projections d'un nombre snlCsant de posi- 
tions de sa génératrice. 

ùctoii'I^Litrif , construire les traces da celte surface , c'est-à-dire, La série 
des points où les diverses positions de hr génératrice percent les plans de 

Troisièmement, construire sur choque plan de projection le contour qui 
enferme l'espace où se projettent les points de la surface, on, ce qui revient 

possibles nutp, nîiip', iii'ri'p* . , - , de la géiic'ratiice{r54)- 

On ajoute ordinairement à l'eflét de la reprcsciuation , en indiquant les 
lignes multiples ('4f))> ^ fflt 3 ûar de rebroarscnient fa5i), et généralement 
les points et les lignes qui jouissent de propriétés rernonpiablos sur les sur- 
faces, et que, par celte raison, on appelle leurs points singuliers et leurs 
ligna singulières. 

Mais dans lmaucoup de cas, on se borne à construire les contours des pro- 
jections, on bien les contours, les traces, et les positions les plus impor- 
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CHAF. I. OV UOOE DE REPRESENTA TlOIi DES SURF." 5o. 

faire image , c'est In manière de mettre eu (mit les lignes des épures. Ole 
découle dttpiaWipeso^enou.avonscxr*)^^ 

mais clic exige ici quelques dcvcloppcmens qui vont nous conduire h des 
Tègles générales. 

lorsqu'une surface fait partie des données ou des résultats d'une épure, 
on lorsqu'elle en es! l'objet le plus marquant, on doit la considérer comme 
ci istint réellement dans l'espace or, il'jpri s a:\n, les dircrees parties 
de cette surface deviennent susceptibles de se radier les unes les autres , cl 
les bgnes qui servent à la représenter , et qui doivent être pleines ou 
ponctuées selon qu elles sont vues on cachées , se trouvent , quant 1 leur 
mise su trait, loul-à-fait subordonnées à la manière dont la surface est 

rendu par l'exécution des lignes des épures. 

surface est un problcmi imporisiil de h Ctoiu.-'u-ii: di -;:L iptivc. Vour indi- 
quer le moyen de le résoudre , soit MPJF un plan quelconque de projcc- pi 
tjon, Smn/J^lï unj; scilj.ie qin:]iOriiji<e -ituée au-dessus de ce plan, ri F 
m'n'p'if le contour (le !n projection de cul le surface. Il est clair qu'il y aura 
sur BmnpqR, une ligne mnpq, dnnt la projet bon sera le contour donné 
m'n'p'fj'; or, celte ligue partagera évidemment la surface en deus parties, 
l'une Smnpq , vue, parce qu'elle s;t;i :ilué.; ri l',i;.|n'.-ji du plan de projec- 
tion par rapport à mnpq ; l'autre mjtpqK, cachée, parce qu'elle .-cr.'L du 
coté du plan de projection par rapport à la même ligne mnpq. 

<■ '■: ijiil fi:.:cè[le s'applique «ri bien à toute portion de surlàce qui serait 
située au-dessus du plan MNP, qu'à la surface Siwipi/tl; ainsi nous en 
eoricliiïoii'* que lorsqu'une jmvtirjLi île fur:';ice e-r -eulc dans l'espace, ou, 
ce qui revient au même, lorsqu'elle ne peut être cachée p.v ::LLn.,n L :i-.L[ie 
portion de surface , elle se tmuve divisée par la ligne irmpq, qui a pour 
projection le contour m'n'p'if de la projection de cette surface, en deiii 
parues, l'unevue, parce qu'elle est à l'opposéân plan de projection WHt-, 
l'autre cachée , parce qu'elle est située vers ce plan. 

i5g. On remarquera aussi, qu'en supposant toujours que la portion de 
surface dont il s'agit soil au-dessus du plan de projection , et soit senlc 
dans l'espace , on qu'elle ne puisse être cachée par aucune «irtre portion 
de surfice, le contour m'n'py est entièrement vu. Nous ferons parla suite 
on fréquent usage de cette conséquence et de la préeëdenre. 

160. Maintenant, nous allons passer k l'eïamcn et a la représentation 



I.C5 trois chapitres ti-.-qiri-. vont être consacres à cet objet. I*s surfins 
y seront classées par familles, genres , espèces et variétés. Nous range- 
rons dans une même famille toutes celles qni seront soumises ao même 
mode de génération , et nom divisions c"n □ _i ï 11 1 ■ ■- on genres , en espèces 
et en variétés , selon les diverses particularités qui pourront modifier ee 

D.-ris ]c> lïv rfs 3uiv;irj'i p nous construirons les intersection . d'j iiihii.; , 
les plans tangens, el les t:i:i^nlLï .iiiv InliT-i'^linn'. [Il surfaces, d'après la 
théorie générale eiposée plus haut. Il était nécessaire qu'elle fut uo peu 
connue pour passer 4 l'examen et à la représentation des surfaces qui vont 



CHAPITRE II. 

Des surfaces cylindriques , coniques, et de révolution. 

r6l. Lh trois corps ronds , dont on s'occupe dans les élément de Géomé- 
trie, ont pour surfaces, ainsi qu'on va le voir, des eiril.™ particulii™ 
de sorfaces cylindriques, coniques, et de révolution ; ce qu'on a appris des 
trois corps ronds f.n ili'. -ra pi .:.m,i!i juuiil l'intelligence de ce que nous 
i lions dire. 

,6a. DES SURFACES CTLINDIUQUES. Ou appelle surfaces cylin- 
driques, ou 5iiiipltnn!iit i;i7™.'ivï , les surfaces qui soot engendrées par le 
mouvement d'une droite qui suit noc courbe donoée, et qui, dans toutes 
' i'- pnqitim:.; . r-: pjrallcle .1 une même droite- 
La droite moliile est la génératrice , la courbe qu'elle suit est la direc- 
trice,' et les positions qu'occupe la génératrice sonl ce qu'on appelle les 
l'A'.d.'m du cylindre. 

Le nom de surface cylindrique et celui de cylindre s'emploient indiffé- 
remment; cependant, lu dénomination de cylindre se donne plus particu- 
lièrement quand on suppose la surface limitée et qu'où la considère sous 
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quand ou e-onruit In surfaire iudétia 
sons lu np|«itt de » Rciieralion. 
Il de cylindre ou substitue ordioa 



courbe qui se projctl,' ijui-iz jleiniNil -i.ivaiil laie de cercle rsln, cl \ 

verticalement, suivant le cercle iViW.r. Pre.iDiis pour génératrice h 1 
drohe (iX, aTt 1 ), el proposons-nous de représenter celte surface. Pour 
cela, nons mènerons par une suiLe de points (r, r'J, 0. «le. <I* 

la directrice (rjiu, f'j'CuVa'), les droites (fil, fH'J . f>5, j'S') , (iT, 

surface dont il n'agit, c'e-t-à-dù.: de-. pr.~;iiuin .!■.■ I.i génératrice, elilsscr- 
ïfronl à indiquer la fumie el la direction de celle surface. 

1G4. Connaissant ces éléniens, on DOMlnir» les points (R, R'), (S, S"), 
(T.T'J, clc, où ils perce,,! le |>l;,n lioi^onlal ; par lL , points on mènera 
la ligne RSTUVX, et celle ligne sera évidemment la trace du cylindre 

elle sera elle-même sa propre représentai!.]!] . , I qu'en conséquence il sera 
jilus facile de se la figurer que tout.' anti,' ll^ii ,1, (.■ ivlindre, elle offrira 

génération la plus propre a do] mer l'idée du cylindre. 

Il serai! aisé de construire au nmveu des éli'uieu, (|R, iTV), (jS, /S'), 
((T, iT'), etc., la trace verticale, du cylindre donné; mais comme elle est 

On voit, planclie 16, un cylindre dont leslracci, lioriicttudeel verticale, 
sont entièrement situées sur les parties antérieure el supérieure îles plans 
de projection. Elles ewili-iliutiit lunueoup dan; ce ras à dessiner le cylindre, 
i l rlles douent prn er.'li:. i| lient laire pailsr de sa n j] résu utatioll . 

menons au eeicle rYl'ii'i'V, la ta 11 net, les n' , wi, perpen dieu In ires a In 
ligne de terre; elles détermineront sur la diitclrice donnée les points 

«inons les droites rR, I.U, parallèle.- a .1 X; j ■ di- .pie ces droites compo- 
seront en projection uoriionlilc le eonlonr du cylindre donné. En effet , 
elles comprennent la projection horizontale ralu delà directrice j or, il n'y 
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Ga UVEE [t. SURFACES COURBES, 

a pas de point v de rstu , par lequel on ne puisse mener ta projection liorî- 
aotltnle rV d'un clément indéfini du cylindre; donc il n'y n pas de point 
compris entre les droites rR et ulj, qui ne soit 11 projection horizontale 
d'an point dn cylindre en question (*), De plus, il est clair que ce cylindre 
n'a pas de points au dehors du plans verticaux qui passent parles droites 
iR, util donc tes droites forment sur le plat boriionbd le contour de- 

Pour avoir le contour analogue. sur le plan vertical, on remarquera 
qu'il n'y a pas de point de la ligne tV/Wjr', par lequel On ne puisse 
mener la projection verticale d'nn clément dn cylindre, et l'on en conclura 
que les droites /S', l'V, qui sont parallèles à »X', et qni comprennent la 
courbe rYl'uW, enferment les projection* verticales de tons les points de 
ce cylindre, et sont par conséquent le contour demandé. 

Ces contours rit, nU.l'S', uV, ëfcinl les projectiuns dëlémens (ifi, fR'), 
{«U, u'U'), (iS, i'S'), [nV, x'V'),qui ont, par rapport «UJ plans de pro- 
jection, une position rem.irqualil8, il convient de préférer ces éldmcns à 
tous les autres, quand il s'agit de représenter nne surface cylindrique. 

:Gû. On doit conclure de ce qui precèdo que pour représenter nne sur- 
face cylindrique, il faut, premièrement, représenter la directrice et un 
nombre suffisant de positions de la génératrice; secondement, construire 
ses traces sur les parties antérieure du plan lioriiontal et supérieure dn 
plan vertical; troisièmement enfin, représenter les élemcns qui , en pro~ 
jLiliou Ijoi j/outale ou eti projection verticale, forment Les contours des 

167. Comme un cylindre est déterminé par sa directrice et sa généra- 
renfermés dans une accolade. Ainsi, lasni'Facecylindrique{(rï(o,r'j , r':i'i'j-'), 
(xX, j-'X')) sera celle dont nous nous sommes occupés. 

Lorsqu'un cylindre aura pour génératrice nne droite perpendiculaire à 

(isft*, rWuVar'), sont des surfaces cylindriques, dont les génératrices sont 
respectivement perpendiculaires an* dem plans de projection. D'après cela, 



O On pourrait dire de jleui poialf, or tonte wrticofe qui n ton pieu entre rR et mU, 
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riIAP. 11. ORS SUSPACES CYLINi>lll(]ttËS... fiî 
0" dira, en ie coilfonuaiil :i U niHatliiu qui: l'on vl«.-tit d'eïJKiser, que la l'I. 
courbe (rj(u, rVl'uVj-ji ei-I rinliriMiliiiiiiloilnurvliii.lii^rmi, i'iYuVi', ln <- 

i [iij. Lei cylindre-, cinniiu: le iI.teikt -jiii.- iiuiii venons ou uuinmitr. 
dont Its bases îiunl di'-- .-.■n , )i>. >'i-p|n.ilnir ,i!!>uiu> ,'r Ihis*-s , L i".u!<>îl<-- 
Lorsque ta base est uuu ellipse. Duc bypcrboltou uuu parabole, le eyliiidi'e 
prend le nom de cjUtidic ''un: iî!'[-!i:ii:' , ou [Hlntbotiyitt;, 

ila lEiirérenk'ï e'rpr'iv-- di! iv[i[[j[:i:i |\-, ..iv. ni J:. i!t[iim]:nalinn p;tLléL'ii|in; 
i!t t;j dV.'iir.i r/ïi ipiyiïii/ ./oRni (»). 

On verra plu* loin M n-rij .pu- l.:-. i -, limlns n ■ t-lli|iiiifiies -.uni i.]i, : . 
des i-jliiidres à bases circulaires. 

IS'ous ràmmii pour un aulro endroit fzoS) ce qu'on poutrail dire ici 
des cj liminx ilroill, qui «ml nue vaiitlê ili: . .linili ir. .î bises elliptiques. 

170. Kxëculiim de lajig. 1", jj/. 10. Commençons pse en qui est relatif 

D'après eu qu'on 1 vu préetdeiiiiiiciii (r>i>. I'- liants rit, «U, qui 

ïoet, tanl qu'elles seront situées nu-dessus du plan taUMUl : or, les 
lrat« buriMiilaleiueces droiles sont les pninls (R , 11'), {Il , U'J; doue le» 
projections lH, ftll , lits mêmes droilcs, doivtnl tire mari[ui-...- pltiru.^ jui- 
qu'auï points R et L". Si un U- : p.' ■Iu:i.':: :.:! r:;i-iii là , elles devrait nt cire 
ponctnéoa- , wi^sssssPsslfsl—MsS' *st t** — ^] tf fW: ^ ' , '■' 

171. La projection horiroiualc r.rm de la directrice, comprise, entre le* 
contours vus jfi,uU, es Huai néeessai remeut vite. En effet, chaque poùM 
de rjrir, ni la projeelmii il,- dum giuiiils de celle direct™*, Plm (I, t') 
situe' sur l'are inpe'rimr (r^« , r-alV), lWre (I . r") Mai sot l'un: inférieur 
(mu, r*aiVWÎj or, du ces déni point*, celui qui appiriiciil a l'arr 
ftoperieur, est, par rapporl an pl.'ii li.,ri. r iiurj] , su; le dis-.ij*i de la -iiiliitt; 



réunira do en cjlraihm ni du »™d ,:. I... ,:,|, : . ,!,. l 'cltip-f , tt nifrerlltde 

cl Un li parabole , tlaul auitjdu jecand degré, onippcltflcn Ti^ncf dei . '. 1 mp .ni 

"iuDBrea 5 [oinUiuW»m laquais «lldcourl™ ou cclto milieu peul fin teiiouilri pir 
une droite. La ligui draîlc elt |Uir f utii(.|u,:iil h vil.- li K ni-, t -t II' |i!jn la Kille «iHitl, 

Le. rl4 iiarHlill île licira el mifam ihr premier et du iccond drcri ftjoi-ilml \ 

celle, ee lieae. s | ilu r^-icet ,1a M urf.,. 
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'■ donc il est va en projection horizontale : donc il n'y a pas de point de rsia 
L'.iLi^i'i^ia: ''li-^ [il'.-iiii: ii>(i;. 

Puisque chaque point t de rstit correspond à de lu poiuts{f , e^,-(t l de 
la directrice, le plus élevé (I, I") cache évidemment l'antre j d'où il. suit que 
tous le-, démens qui passent par des point? de l'arc (rata, rVf'i/), sont vus 
eu projection horizontale; et que tous ceui qui passent par des points de Tare 
(rjta,r'.ïW),ne le sont pis. Donc les élémcns(jS, j'S% (lT, CT 1 ), qui pas- 
sent par les points 0, i '),{/, f)-dc la directrice, ont leurs projetions jS, !T , 
vues, et par conséquent pleines, tandis que tcui (*V, i>'V'),(x\, yX 1 ), qui 
fussent par les points ty, v"), (.ir, x'I, de la tuéme directrice , ont leura pro- 
jections vV, j-X, cachées, et par conséquent ponctuées. 

17a. Il suit de lit que depuis l'élément (rR,^ 1 ), qui passe par le point 
(r, 0. jusqu'à l'élément (:,U, </U'),qd passe par le point (u,U), tous le. 
élémens de la partie supérieure du cylindre son! vus; et, qu'entre les mêmes 
élémens, ceux de ta |i;>rti'; 111 Icri'.-ni ;.■ m: sont pas vus. Ce résultat était déjà 
connu, car les élé.nr.K (rfl , /II'} , („V , llW), ayautpour projections les 
contours rR, hU, du cylindre, ces élémens partagent ce cylindre en deui 
portions; l'une supérieure, dont tons les élémens sont vus; l'autre infé- 
rieure, dont les élémens sont cochés (]58). 

Toutefois, corn nie les élémens vus ne sont pas entièrement au-dessus du 
pbu horizontal, il est clair qu'ils cessent d'être vus à l'endroit où ils tra- 
versent la trace RSTU, et qu'au-delà de cette trace ils doivent être ponctués. 

173. Quant à la trace RSTUVX, il est évident qu'elle se compose de 
dcui parties; l'une RXVÎJ, suivant larjnellc les élémens cachésdu cylindre 
percent le plan horizontal, l'autre RSTtJ, suivant laquelle le même plan 

mens vus le percent suivant les points d'une trace vue; donc, l'arc' RSTU 
doit èlre manjuc par une ligne pleine, et l'are UVXR par une ligue 
ponctuée. 

[74. Passons nKM:il.-:;i:it ■ !;, iléliTiiiii i;i l':u:t :)■; l<"lies pleines et pOOC- 

On remarquera d'ahurd, que (oole la partie du cylindre située an-dessus 
du plan horizontal est en avant du plan vertical , et que les contours j'S', 
tV, de cette partie de cylindre, sont par conséquent vus (i5p). ^ 
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CltAP.'. II? DES SUnFACES CYlINDIlIQL'ES... Ëô 

rmi ont pour projecti'iii.- M i l'. -.il::-. !.■- ...iiluii]- f'\ ', rlenicns .li- 
visout la surface rjlitidri<ïLic eu rl.'n\ paj fit-, I' util .ne , I iiulri.- 1 a^lfiiiu ( J ; 

la portion (an, iVjrt^ de la directrice^ et que la partie cacliou est eelle 
h-.ji !.-.piirnl ri I:j [Hutiou r' 'rut' , s'r'n\ J.' l:i hhmiii: directrice. 
Cela pose, h l'on fait attention que le> élémens (rR, r'rt'),(jX,z'X ). 
pas!Ptitp.-.rli-spoinls(r, r 1 ).^-^) de l'arc (vr.iv, jV.r .'') de la directrice, on 

l,e 5 élemcrir:^TX^4Hli,uT;7,airrauuïln.^^Htsi.rk partie postérieure; 

ir.ll il* fiassent l^s <lr- poinl, ; r , . :-. ^/), lÎi: l'ilir ''lu", Jt'l'llV) ; Joli.- 
ils ne sont pas vils : doiu: !l l lh l - |niijii:li.ni- j'T', di.'l!'. il.piniLt être jioiurluiJr^. 

nrtrî; l'un .vVj-'l'', r.n.- [iiinil.il il r. l.i pjrlii riï:l.. : rii r uri: ilu rylindrc, sern vil 
et marqué par mie liçiie pleine ; l'autre <l'n\' f cmespouilaut il h jurlii 1 

JilJ^tlil illllL', "iT.i Jiflié, el (llllil [i.'ï . ii!l:-r^.|'llllL I 11: [OTMClUu'. 

r?5. Il serait asic. «.'nivijnjili: il.: î-rnv^nl.T N, ^irf,ie donnée en la M<jJ- 
j. ..■-;■!![ ihoIlm.j; in.hrli nirncrl I , el pour eda , il rif -aeirait [pic de marqiui 
l i! l^linl-, ] es 1 1 [■>]■> 11L.V: uni-, ,;■ - ■ : :,:rl]. , ri . j;:iii.| lu. pri ili_nl_'t [lltïl^ Jl':; ri ■ L ■ - 
tnurs rn,«U, ^S', i>'V', el la trace verticale du cylindre ; mais, comme les 
ffcdlTii's d'une suilnr-L', -n r !r.-.|iti:i(i - on ;i ji.-oi 1 1 il "r,] ml ri:;-, uni I [Hjil r l'oïdium I I' 
situées dans [ 'angle .inl'.iiiu:v cl -npeiieni r!i - ilrii . plans de projection, il 

■ Tire de ce.: j.arlirj:. C L :-l miIhii cet it-^c .|iiu l''.-[iui r. e-l construite. 
Passons i l'eiamcn d une outre famille de surfaces. 

t 7 6. DES SUltFACES OJ.MQL'ES, Les surfaces cenh/uessont celles qui 
^D'aprèTceL,, une ligue (WWiœ, s',') et un point (A, A'7aarft°™uL ; 

-Hl l'on imagine, |rar ràaq.n: ]»iinl il': l:i l-|h]] Ih: , nui: ilniitr: imle/inie qui 
passe par le [teint (A , A'; , I ' ■_■ r un u [ n 1 1 1 1_- île cr-. ili'iifi.> f.njjiera une sulfate 

177. Pour représenter une telle surface, ou prendra .sur [a directrice 
(ntUKV., *V)i nue suite de poiuts (r, (v, *<), [/,,'), etc., F r ces points, 
et par le point (A., A 1 ), on mènera les droites (Ar, A'r), {Ar, Aï), 
.[Ai, AV), etc. ; chacune de ces droites sera une ]K>silion de la génératrice, 



Olgitizod b» Coo^fe 



ou ce cpie l'on appelle un r!'<xu'i>! de l:i .surface conique, el les divers élé- 
innis repré-entés indiqueront la forme et la position de celte surface- 
l?fl. Ccsélémcns(Ar, AV), (Aj, AV),(A/, A'('), etc., perceront le plan 

«mrontidëCTircrinte^ectionRSTUVX, du plin WiionoùC deiasur- 

toujours, dans ce cas, être marquée sur la représentation. 

IVpnre , toutes Te* fois ipj'elii si; (vouv.rr.i située sur la partie supérieure du 

179. Enfin, pour que la représentation d'une surffccc conique tas» 
image, il faudra mener les élémens {\r, AV), (Ah, AV) , don! 1rs projec- 
tions horizontales Ar, Au, comprenr I h ali -Is-trp; et eeuv (A.r, AV\ 

(Ai', AV), dont les projections verticales AV et AV , comprennent la pn> 
jecUon verticale jY de la mt-me directrice. Ces cléincns, comme on le 
voit à l'inspection de la figure , servent h dessiner les projections de lisur- 

c enai'nie. ; il oinvient par con-erpiir.; 'Je mitii-o:i'v jv;-: 1 -.,iir. 

180. Les surfaces dont nous nous occupons présentent mie particularité 
remerquahlc i c'est qu'elles sont composées de déni panics 

sépare le point Ike pu ii 1 j 1 1 ■ ■ L pas«- cotutammcnt la droite qui les engen- 
dre. On donne le nom de mij'/w{ r r .1' i (haoïne de ces parties; el ton ap- 
pelle fr,,l,v li! pnisil ipii sépare le- ilfin nappes. 

181 . Une surfaee c.iuirpic pieurl :0n ■..■ri r 1.; 'i:.ni rf.; c'nc , surtout lors- 
qu'on la considère comme limitée, et qu'on a c£ard au volume qu'elle ren- 
ferme : ordinaire m cm un ilJii;;u.- a' ors la dir;i::r!rc par le nom de- tmrc , 
et le centre par le nom de tommet. 

râa. Nous indiquerons toujours une surface conique an moyen îles 
noms de sa directrice el de son centre , écrits entre les branches d'une ac- 
colade ; ainsi, par- exemple, s'il s'agit de celle que représente b n'^rirc, nous 
l'appellerons la surface conique {(A, A 1 ), (ratai, jV}}. 

i83i La dire cl ri ce (nru. i', jV;, d'unlnt, avant une position détermi- 
née, si l'on conçoit 011e te sommet (A, A 1 ), qui est le point de concours 
dt'5 élémens du cone, s'éloigne à l'infini ; ît est clair qu'à mesure que l'éloi- 
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guement augmentera , lu élcmens approcheront Je plus en plu d'être- pa- 

rallék'S, et que, loisqu'ils coin 1 L'til l'ii ^ui , j]> ]<.'[j:ll:l\ii,1 mu: -..i r.jd. i: 

cylindrique. 

Il suit do là que la famille des surfaces, cylindriques est comprise dans 
«relie des surfaces coniques, cl que les cylindres à bases circulaires, a bases 
elliptiques, à bases hyperboliques, etc. , ne sont aulre cliosc que des va- 
riétés d'espèces do cônes, qui ont pour bases des cercles, des ellipses, des 
byperluilefij etc. 

.8,j. Ces ilenv familles de surfaces uni entre elles la plusgrande analogie, 
et on bu rapplique la mémo nomenclature. Ainsi, leacùnesqui ont des ceri'h s 
pour bases, s'appelW i ùi„:i ,i bi:si.> i:ii\-uLiiiri ; a-ax qui ont pour bases 
des sections enniques, s'ap|>cl]cnt côna dit sccontl dvgrc ( 1 G9 note); et ces 
derniers se divisent /■■/■. r.< 1 . .'.-^ i'- : : i:t r^n-, r<; 

rulmlii/tnv , selon qu'on les ronsiili-n; l'nmnie a\.nil île. ellipses, dc.<livp,T- 
1k>Ics ou des paraboles pour bases (*). 

On doit conclute de ci! qui a tic dit plus liant que, pour rcpiï- 
seuter un cùne qmjlciJM.rti 1; . il l:iu i jirum itiL-jj^-ri I . rqircscnter sa directrice; 
secondement, ion sommet; troisièmement, un nombre siiûisaut de posi- 
lions de sa f;< ; Mci-pii i-ïi^-L- ; r|ii:ilricmcraent, les traces de ce coue sur les par- 
tie. 1 - tmlericurc r!-. .i.i;il -i^^i^i'iii l' jil.iu vl'i-1 lï îiI ; einrjuii - 



i^'j. Kv&iition & laJÏ£- a, pi. 10. La directrice (rituvx, )V), est com- 
posée dodcui arcs, l'un (jivtv, j-V), antérieur par rapport ou plan verli- 



deui arcs, le premier (srxv, iV), » s» projection verticale iV vue; card 
n'y arien', en-deçà des points qui le forment, qui puisse cacher ces points ; 
la ligne jV est eu conséquence pleine. 




cal; l'autro (siuv, postérieur par rapport au 




raison avoir sa projection jV ponctuée : mais comme cette projection est 
la même nue celle de l'arc (srxv, s'y), et que des points ne peuvent pas 
paraître sur un trail plein, on se trouve dans l'impossibilité d'exprimer 
sur l'épure que l'arc (suif, .rV) n'est pas vu en projection verticale. 

l'ui [ ;:n lii-ii "ji it-l ,1';- œnlours rR , ni] , divisent la direc- 

trice en deux arcs, l'un (rj/a, r's'i'u), qui est évidemment vu, comme 
étant sur le dessus du cène; l'autre (mxr, «VarV), nécessairement caché, 
tomme étant sur le dessous. Donc l'arc mu doit être indiqué par un trait 

? 187. Quant aux ronloors AR, AH, A'V', A'S' , ils sont les projections 
■les élémens (AR , A'R') , (AU , ATT) , (AV , A'V) , (AS, A'S'), el ils doivent 
riiv , lui n- , il. m. I:. fi:-;,.^ priie _ ■ ■ ri ; : j I c , p.:iïir oui poinls .'li', 11'; , 

(U, U'), (V, V), (S, S 1 ), ou ces élémens passent au-dessous du plan hori- 
aontai. 

18S. D'après ce qu'où a vu précédemment (i5S), ces mêmes élémens 
(AR, A'R 1 ), (AD, AU'), (AV, A'V), (AS, A'S') , divisent lecAne en par- 
ties vues et ai parties eacliées. Ne considérons d'abord , sur la surface co- 
nique , que la nappe qui contient la directrice ; on pourra aisément se 

correspond a l'aiu vu (rrtw, r's't'u') de la directrice, est vue, et que par 

(AT, AT), quf passent par des points (j, ï), (<!p, ^(«"'. /''''«'). «"j 

les projections À'X', A'R', des élémens (AX, A'X'), (AR, A'R'), qui passent 
par les points (j-, x), (.-, r 1 ), de l'arc («m, pVrV), sont vues; 3*. qu'en 
projection horizon NlIi-, !.. portion île iiii-tace qui correspond à l'arc caché 
(arar, iMcV) de la directrice, est eacbéc ; et que les élémens (A V, A'V), 
(AX, A'X'), qui sont sur cette portion de surface, et qui passent par con- 
séquent par des points (.., <■*). (■*> x 1 ), de l'arc futur, bVjcV), ont leurs 

ticale, la portion de snrlàce qui correspond à l'arc (ttHf, j'i'hV) de la 
directrice, est cacl.ée ; et que les élémens (AL', A'U'), (AT, AT), qui 
passent par des point.. 3b cel arc, 111:1 pnr i;oiiïs:juent Innrs projetions ■m'- 
ticales AU', AT, cachées. . 

189. Kous pouvons conclure de là cette règle générale ; c'est qu'ayant 
distingué sur une projection la pailie vue de II directrice d'un cône de sa 



partie cachée, lesclémcus qui passent par<i 



rs évident que ces 
es deox plans 
de projection. 

iOU. Sachant recunuailrc qu'un élément de h nappe qui contient la di- 
rectrice est vu ou n'est pas vu , i! est facile de savoir s'il est vu ou Lâché 
sur l'autre nappe; car il est évident que tout éléincut situé sur la partie vue 
d'une uappe, est sur la partie cachée de l'autre nappe : donc ira doit ponc- 
tuer sur une nappe Lonl ni^ment pkin <ui- I'jlhI— . L'est en suivant cette 
j^Il que l'on a dessine lei dent projections de la nappe supérieure iln i :'im.: 
pris pour exemple. 

lyi. 11 ne nous "Me pins . ; i dii1eruurii.r que li- parties vues et cachées 
des traces d'un cône; or, il est évident que les olcmcnsdc ce même cône. 



de hUraco RSTUVX, pree qu'elle comspood 1 des elomeiis (AS, A'S), 
(AT, AT), dont I- pmjecihms horizontales sont vues; et que l'on doit 
indiquer en points l'arc UVXlidcla même trace, parce qu'elle correspond 
en projection horizontale i des élomcns cachés (AV, A'V), (AX, A'X). 

.ys. DES SURFACES DEBÉVOLIITIOX. Imaginons «ne liffie du.il-; 
(AU, A'B'), située comme on voudra 'dans l'espace, et cbncevoiu qu'une 
courbe donnée (CD , C'D% tourne autour de eelte droite , de manière qui' 
chaque point de la courbe (CD, CD 1 ), décrive un cercle dont le centre soit 
sur (An, A'B'), et dont le plan soit perpendiculaire à cette droite. 1.5 court»! 
(CD, CD') décrira dans soi) mouvement une surNice particulière qui jura 
lu droite (AU, A'ff) pour directrice, la çonrhc (CD, CD') pour généra- 
On' donne à la droite directrice (AB, A'B'), le nom d'arc de rà-obaion. 
On peut dire, d'aprèsccla, que les surfaces de révolution sont n'es sur- 
faces telles 1 qlien 1rs rmir-rint f.nrili t ;'lti:, \ prrprmllndaires à taxe de ;c- 
•lolniion , les scellons son! des cercles dont les centres sont distribues sur 
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Ijjï. Pour représenter une surface de résolution , il fludra décrire un 
certain nombre de positions lie sa génératrice: or, supposons (ju'on de- 

XiH^dfî plusieurs pointa (Si, 51% (N, N') , etc. , dep'Tc'D'J .'dw 

pendiculaires ; on ce. nst relia les distances de cliacfuc ]>oint (M, M') 
(M, N'), etc., aui pieds ..jn'Mpumlans, et ces ilisrain-us seront les rayons 
des cercles décrits par les points {M, M'), (N, IV), etc. Par les points ob- 
tenus on élèvera, perpcielie'ilai renient ii t'.tw , drï droites qui fessent avec 
les rajons Jont les longueurs auront é le construites, l'angle de il degrés (*); 
on portera ensuite sur ces perpendiculaires , à partir de (AU, A'B'), les 

Avec un a<e (Anf A'B'), doiH les projections se trouvent placées d'une 

manieur H|Hi:!i iJn'|a.: pal rapp..i f à la 1 i^ne de terit 
raient d'une pratique 1res péudjlc ; la simplilicitioi. 



le voir, reuiitiMl,!. les npéralioiis fort simples. 

Soit (ABO)lï, A'UCD'F.'), la génératrice d'une surface de révolution 
dont (O,O'0~)snil la.c, à clique point (A, A'), <B,B'), (C, C), etc., 
de (ABCDE, A'IS'C IVI. . , ii ccmcsptmd.a on cercle [AVA ,: Q, V'Q), 
(BXH'R. X'F,'), (CÏC'S, ï'S'), etc. , et l'ensemble de eus cercles compo- 
sera la surface décrite par la K ë -:,l,-:,:c (ARCDli, ,V II C D'E'). Si l'on vcol 

avoir une position de eetle généra tri ce . (elle qu'elle occupait, par exemple, 

O Ç* praMrmc U'dWr par au point in 1W (iB, UK), cl perpendiculaire.»!! I i 

ertMs.irnedVaill!'!"" <■■"'■■ » >^ r. .1.^- une r i r a,l a..W ail im-Qio aie, ummie 

et puisant par IcmSaas point , nin facile a résoudre, rl pourra ser.ir • tieirer Ici coin- 

10C J Kconil^robliiniî : Porteur iuk UgntJ'vitofoa'i&.àparin a* an poil" itonni , 
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lorsque l'arc parcouru par chacun de ses point* était de it degrés, 
il ne s'agira t[uc Je prendre sur les cercles horiiont.iui (AKFV, A'V), 
ritLGX, ITX'), (CMHÏ, C'ï'), etc., des ares (AI»', A'F). (Bi.G, B'G'l, 
(CMH , C'H'), Me, àsn degrés chacun, et les «trémilés (F, F), (G.C'j, 
[H, II'), rte., de ces ares, détermineront la position c:hcrcl.ée (FGHIJ, 
F'G'HTJ'). 

11)5. On pourra déterminer ainsi autant de positions de la génératrice 
qu'on en voudra, cl l'erminlJc <h la positions représentera b surface en 
question. On peut voir sur la tigurc 1", pl. ] 3 , S'ril'i/t rte la représentation. 
J.n ^émiratrice c-1 -ut n-lli: figure, comme sur la pl. n , nnn hélice h hase 
circulaire (1 10); ntt a représenté cette hélice dans douie de positioim ; 
disque position a pour pnijction !inrï*nnt.-dle nn cercle , pour projection 
verticale une sinusoïde, H h disposition de ces lignes sur le dessin, fait 
parfaitement sentir la forme de la surface. 

Ponr rendre la ri'pi' : --.Tihti'ni pli-.. int,:;ii_;ilil,' , nu a marqué, sur les 
plan- (ti? proji'ctinii , contours uv.ryzn , rit , ahrdij', tt'lj'c'd'J', de celte 

projections dï; In £i : i.i : i-ilvi...' , I. ' diiltniiiue complètement , et qu'elle 
fournit le moj-cn de les décrire (.54). 

T avec ciactitude des lignes 

autres lignes, il est hon d'avoir un moyen de déterminer plus rigoureuse- 
ment les contours des |H-(i[ii-tieiits il' 11:1e sur fi, ce (le révolution. 

l'.^rv l.i pn.pvlirn h.r^r.ui.i I l , o:t rimairruer* que ces contours sont 
toujours circulaires, Eneffat, chaque point de la ligue (ABC. . A'B'C. , .), 
il'-, ri ■.Tiit !;u o.Tiiii ]r>r..rp;i ntlr: li;;t]i; ci^nilic I- ^.irj'jLC . il eu 1 <;iir 
que les cercles AKFVA"t,), EPJWeU, qui répondent am points (A, A';, 
(E, F. 1 ), les plus rapprochés on le. plo< éloi^né-n de l'aie, enferment les 
projections de tons le- autre- cercles; dont il* sont les contours en question. 

l'ourla projection verticale, voici comment ils s'ohtiendront. Otl prendra 
sur la génératrice plusisurs pointa (A, A"), {B, B'), (C, C), etc.; oiintè- 
ncra par leurs projections horiiontafcs A, B, C, etc., les 1 cercles AYA''Ov 
BXB"B, CYCS, etc., et par leurs projections verticales A', B'; C',ïh.\, 
les droites Vf}', Xlf, Ï'S', etc. , parallèles a la ligne de terra m». Cela 
fait, à chacun de ces cercles on mènera les tangentes VV et QQ'. XX' et 
Hit', Y¥' et SS', etc. , perpendiculaires a ran. Ces tangentes couperont 1rs 
droites correspondantes VT?, XJf, ÏS', etc., suivant des ;poii*j 'V, X', 



métrique! par rapport à O'O'', et for- 
mant les contours cherchés. 

HJ7- T] est tviil' J n[ i- 1 u l- 1rs rri'/. li'- t-ni ont i:u (> Lunr centre commun 
font touches par <k- ■lvf:Ll.-.i ^.ir]..:!!'!^ ni ni IL* ■ L-i 11. ni:: il<: 1*.T]:' --|i\;nt 

.les pointe de contact V, X, Y..., (}, R, S, etc., situes sur une mime 
droilo WD parallèle a mu. Or, les points V, X, T.,., Q, R,8, etc., sont 
les projections d'un. suile Je points (V, V}, (X, X'),(Y, V). . ., (Q, 0/), 
(fl, IV), (S, S'), etc., qui se projette..! vi:,r [<-.-. Line m eu V, X', Y'..., 
O/, IV, S', etc., c*eal-i-dire sur le contour V'X'Y'Z'W', QWTU'i donc 
la ligue de la snif;n^ j|ui :i iv co.tri.i..- ]io.ir projection verticale se pn>- 
■ ' " ■ :it\VU.do.H'CCllelie;T,cc a tdauslcplanWIJ, 

"al, 



de l'axe de révolution, chacun de ses points (V,V) ou (Q_,Q% (X,X') ou 
(B,B'), (Y, Y') ou (S,S'), rit. , .W-rira le ce.rlc engendré par le point cor- 
mpondant Je la ligue donnée-fAIlC. . ., hUTC.,.); ainsi , U section WU 

dans des plans Terticaux, dont la ppmje V projettent horizontalente.it sur 
des droites passant par le point 0, nous en conclurons que les sections faites 
sur une surface de révolution, pr les plaid qu'on peut mener par son axe, 
sont tontes égales entre elles. 

On affecte plus parti™ lièrcmcot le premier aux plans des sections, et le 

]■■■■ confond tout-à-fait. 

.90. Si l'on imagine qu'une des deux branches (WV.W'V), (QU.Q'U'), 
de là méridienne WU, la première , par exemple, se meuve autour de 
l'axe (QflfOT); il est clair qu'après une demi-réïolutiun , elle coïncidera 
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avec la dernière branche ; qu'après une révolution entiers , elle sera dans 
ta position primitive, et qu'elle jun engendré a elle seule, la même sur- 
face <mo sï les deux branches se fussent mues à la fois d'une demi-révolution , 
ou crue si la génératrice donnée (ABC, . . . A'B'C. . .), se fût mua d'une ré- 
volution entière. 

Il suit de lb qu'une des deux branches de la méridienne suffit pour on- 

lenstmbledesdeu.brancl.13. '* ^ 

aisée- En effet, supposons qu'on demande relie que eonlienl le plan mé- 
dien OP : on remarquera que te plan coupe les cercles (AVQ, V'ÇJ , 
(BXR, X'B'),(CÏS, Y'S'), etc., suivant des points qui seprojettent hori- 
zontalement en K, L, M, etc.; on «Tn^ti-mn le:; piO]Ci.Ir(i[is verticale:-. 
K', L', M', etc. , de twpoinU; on décrira la combe K'L'M'NT", et l'on aura 
la méridienne cherchée (RP, H'I/MM"). 

soi . Nous donoerons au plan \VU, qui passe par l'ase de révolution, et 
qui est parallèle au plan vertical , le nom de plan méridien principal, ou 
simplement celui de méridien principal- La méridienne qu'il contient, et qui 
a pour projection verticale le contour de la surface , recevra ordinairement 
le même nom de m< : ; U!it n , 'i:u J .n: <■■-l.il <!,: nu'/ /:t/\-w<r pr/jirip'ih'- 

ïoa. 11 résulte il*: ci priïi.ile qu'un'- rT.ic-v .[in li ini^ii^ ili: ri- v i.-l . i - 
11:. il .-^1 .-K-j<[:lilili' il.' Jii.i.. |;.:i]i]i tti.^t-, re 1 ni: r<| i . ..L 1 1 1 ■.- . 

Premièrement , elle peut être cn R cndrécpar le mouvement d'une courbe 
(ABC..., A'IFC'...), donnée dansl'cspace, ou déterminée comme on vou- 
dra sur la surface, et assujettie à tourner circulai renient autour de l'a>c 

(G, CO"). 

Si:i:i]iideiiiL!iif , par le mon veinent circulaire, autour du même aie, d'une 
méridienne (lU-MHI', K.'L'M'NTO. 

IWnèraement, par le mouvement d'un cercle horizontal dont le centre 
suivrait h» (O,0'0") , et dont le rayon varierait de manière que la tireon- 
férences'appuyàtlonjom^nrune méridienne (WV.WV'), ou sur la eourbe 
donnée (ABC. .., A'B'C'...). 

On remarquera qu'il y a dans cette dernière génération deux directrices, 
|a droite (0, O'O") d'une part , et d'autre pari la méridienne (WV, WV"), 
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' représentation dcssinéssur [a pianclie.12. La li^nre 1 h eomuie-ncnia l'avons- 
déjà vu, est faite dans la supposition que la génératrice soi! un» hélice. 
donnes,. La figure a représente h surface, en la supposant produite par le 
mouvement du Innuiridi.-uua. Enfin , la figure 3 est h rern'.jsruUfion dans 
laquelle: an prend le c.;n-!i: ie.n/.uolal , wiâalili; ,1: r.ijor., ponp ligne gcill 1 - 
ratrico, l'axa dt: révolution i*hii' dii-rclrice du na-ntiu de iu curdt , et la. 
niéridirnur pi-iii^i p-nu i- rlii.'.ln..: ilu sa lïn.oufé rente. 

CbûCunc.de ces reuicrvcritalion, r.:il lor:LrL:.: p.i: les p::jp:c! ions d'uu certain 
nombre, du positions U, ccu^r ilL ic- cl pir co!]i:]:ii's des projections de 
liKtfcçrV "'■ 

La disposition des données est telle, nue le; ti«i de cette surrai-e ne 
peuvent ri en. ajouter à ses représentai [uns ; car elle n'a pas du trace verticale, 
Ct Sa UT3Ca IlOCJttOUlalc r-l déj:. luaiajeée roinillC contour. 

Sur la figure a, on a eu soin (['iiidirpier Lis projections verticales Vf)", 
m'o',. des lignes (M\OP, M'(T), 0 m'-.'), nui se projettent liomwila- 
lemcut suivant les contours MNOP, mnop. 

■ 104. Nous ernploiunnis ..).LLrnnui : n:cnP le sv.n'-mc de représentation île 

la ligure parce qu'une s:tiU;e île révolu l! .-I [ivcsque toujours donnée 

au mojeu de sa méridienne; :ua:.< nous nous di^euisci ous, pour l'ordinaire , 
dorepreseiller aiiiiiuic jiilLviiiei iiiieu:!:: que la méridienne principale. Celte 
coiivention, en réduisant le dewin jov contours des projections de la serface, 



.-■:-i r i. Lorsque ai L':. : nc!^'ricc :ra 11:^ T»j a d'ici île crmrîjure, il non* 
arrivera, comme dans la planche 11 , du représenter des miralienin* , des 
rendes et des position; de la (uùiér.ilrire. Toutes ces libres concourent au 
même ]juï T qui est de donner l'idée île la surface. 



trace verticale ; 011 déterminera les points (e, e'),/,/i,t', etc. , ou les eiTtlci 
(EWeU, ^VTJ'^CDZAT.Z'T^elc., perceront le plan verlical 1 ; prewptniiw 
on mènera une limite r'jbjii, et felt.r îitfnc sera la trace tcrtitale de la 



EWeU, DZiT, etc., du cercle 
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rails ccllsq^Tirodnil:rhiilicci'AllL...,A , iJ'i:'...) > ,lû5urriiurderaïolalii;ii 
{ 0,0 0'), (ABC..., A'iiC'...)}. 

:iiî- . Quel que 11.» s I.i liiii-i i Un- i !<■-. ■■iirljiei'.-. de i l" .iliilliui rentre ttons lus lieux 

quels tus, uEiEnill; runuiiHrv ]. -. -;rinV' et le- r-péres ik: -tirnices ik- revnliL- 
tion qui -présentent Je l'intérêt. 

I ■':-:iti: ;.i Ml' i i.-:. ::r... i'iii..- i!.- le-, -i:' T.. e- i I .]i..iil'-. ( . M ■■ -n l"';i. ■. ■ 

devient lui lïnicOM un evliliilie. i>i uilel . lullk- II 1 ' Illi.Ti.lti-llliijSelant plri.-i;.^ 
de Iji nié-nu: uinniùrv par r:ippurl à l'use, 11 arrivera i{ue -si elles renciiTi- 

Cl i.,ll,.™„l .1» cdimlrr. 

Lt eomuie il n'v ;i jn- J.. ;...inl il. - I.l lii.li-iliuiiii' ;.[iqiu'l il ne uurresppiule, 
sur la surfin, un cercle Je.nl L- cc^itr-e suit sur l'aie, ci dont le plan suit 
pi'tjlL.|liliL-nl;i]rL. 1 1 . . ri-u il que le.; r |',1]|'- il 1rs cylindre- de rcMi- 

lutiunsniir des cùlus ri de* i i lûnlrcs -i Lises circulaires. 

anti. On rellinrqueia i] :t. cylindres mit l.ur. vlvineua perpmdicu- 

tura»nplani[uccitli|ijiii leur sert de b.wc.0u lis h uni mi:, parcelle raison, 

a 1.1 d:oill' élevée ]iar 1..- i ■. ri II.- di; I.L 1 ' i ■" L- . |i,T| hiiul i.nlaivciueut fil] plan de 

Dans un cime de 1 ■ : n ! [ini.;i: , I.l ilniiic menée par le sommet et par le 
centre delà haïe, u'iil :,ulrc clinique l'ave il,- réiclulinn. On donne s celle 

limite le IlUm t1Vr.fr- du *'',<><■; l'E enn Ile !■-[ | icl'pei n] imlliilir lu] plan de 

la lia-c, il s'ensuit. ipic L -ul fiic." c-t mélt i.pu: pin rap[irjrt à CCI OÏO, l'Il 
sorte que le cime s'tleee icitiijilinteiit Ii i-- [■ i l I :i puni- k-ibe un cercle liuri- 
lonlal. On appelle, par celle raisrm, r-iirier i/™i(i . les cijnesde révolution. 

aoii: Lis mues dn.ils , le- cylindres diuits , er tontes ks sur tares de re- 
vululion Ciujiudrées par dis ellipses , lit - liypcrlmlis ou des paraboles, 

du .sur laces de.ieiidnliin. qu'un iippellc nrflu r(V mvlutioii du seconti 

<togrtf( 169 noie). 

Les espèces que 1-i.ilipieiLil ce genre, '-uni ; les i/%.-uii/ej (/r ré.vhitioli , 
'1*1 le- fiurtàces rnpernireei pur uue ellipse , niolnle :LUluur de sun grand 
un autour du sou pi.-ni ■. I--- . J .' i .■ n'. n : -'K'ht!iim àune luippe, mi 

IcssurfaeeseiiKendien pue 1:11e lijpirlmle rm.ltile aiiluur do son aie imaj;i- 
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traire j Ici hypcrbnio'nlts tic rèmhithn à deux nappa, qui sont ceu* où 
l'hyperbole génératrice tourne autour dp son aie réel ; les parabuloihis de 
révolution, ou les surfaces engendrées par une parabole mobile autour de 
son axe; lescûncs ù'i-r-, .:i en [in l.s .y [iudres droils. 

a 10. Parmi 1» ellipsoïdes, il y a une variété que nous connaissons : c'est 
la splière. Quelque d^ueliT , d'un ijin-lcciiiirin: di: « grands cercles, que 
l'on prenne pour aie, et grand cerdi! la |ii<i:luil ni tournant sur ecl a\e; 
eu sorte qu'elle es! de 1 Lvoluliriu i-i[ip'>r! Iljus Ils mis qui se e:oi;cn[ 
|i:n- son eiTifie, on. bien ■ :■,'■■'!■: i-;t i. i: aillai rc en [ou= sens, tïn emploie très 
fréquemment celle wrnue , i 1 m: la repiLscnfc lûnt simplement au moyen 
desefrclcsjINP, QHS, qui forment U'. contours de sesdeuiprojections. 

Si le centre de la sphère était sur la ligne de terre, les mêmes cercles 

et la trace verticale delà splicrc, cl qui suffirait pour que l'on eséculâtsur 
an. Exécution de la plaache n. Les arcs AU, BC, CD, etc. , ayant été 

hauteur constante pq; donc la générau-ice(ABC. . ., k'WC . . ? ) est une hé- 
lice (no). 

Pour que la lïginv jjen rompl'ipi'.', on u'u représenté qnc laïc de 
cette hélice compris entre les points (A, A'}, (lî. Y.";; mais, pour indiquer 
que cet arc ne s'arrête pas il ces points, on a un peu prolongé ses projec- 
tions en élémcns interrompus tels que ccui qu'on emploie pour figurer les 
lignes construction. 

La surface engendrée par lare (ABC..., A'B'C. .) est composée de 
deux parties , l'une silnée eu ovanl du jilim verliiïil, et l'autre, dont nous 
avons fait nhslractiotl , située derrière ce plan. La méridienne (WU, 
W'V^..Q'^; , ), mm.lre qu'en pmj,:,.-lion liorlMiisafi: , la partie située eu 
avant du plan vertical est entièrement ,ue. Il suit de la que les cercles 
(AVA"Q, V'Q"), (J)XB"R, X'R'J , (CÏC'S , Ï'S') , etc., qui forment la sur- 
face donnée, les positions (ABC. . ., AH'C. . .), (FGII. . ., F'G'H'. . .), de 
la génératrice, et les méridiennes (QU, QTI% (KP, K'P),(VW, V'W|, 

aia V pn cïpal WD 

divise la surface donnée en déni parties; l'une située en avant de ce méri- 
dien et nécessairement vue, ainsi que tout ce qu'elle contient; l'autre sî- 
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ière du môme méridien et cochée par la première. Or*, lespe- ''I 

A'B'C'...),(TGH..., F'GII'...), de la génératrice, et 
•e ÇKP, K'F), sont eu avant du méridien WU; donc les pro- 

Quaufsni cercles de la surface, chacun d'tm se trouve compose de deux 
" lot» » et dont l'une est vue et l'autre cachée : 
e indiquées par des Lignes pleines Vf}', 

il nous reste a. parler de la trace tf/g/ii; il est évident qu'elle est sur la 
partie rachéç de la surface :^donc elle doit être ponctuée, 

dant de faire observer que les'coutoursilEU.'vAQA'', WV'.U'Q'. doi- 
yi-ijL clic i'ol-uicj par des traits pleins, -■ ■' 

n3. Exécution de la planche t a. 
face donnée est composée de zones H 
toutes cachées par celle qui couronm 
dont chacune est comprise entre dec 
«inofetMNOP. 

Les dcmi-rcvolutïons d'hélice, te! 



horizontale, 

partie imj, par u» Irait pli:iii. I.n imïiu rlij du uii'mk cercle, répondant 
à des îoucs cachées, doit évidemment être ponctuée. 

d'hélices, qui sont en avant du nicridiiTL pii^:ji[u] , ; uiit vues fa fa), iVaprès 
cela, les projections verticales des hélices qui s'élèvent des points (x, :c'), 
{?•/)•{'• a'), du plan horizontal, doivent être indiquées en lignes pleines; 
■ celles qui s'élèvent des pointa (A, "")> " r ), 0> ( w < "0> Oi 
(a, m'), ayant de» arcs en aval il du imFi^l i. -, i ]i:im-|>al it d'autres en arrière, 
seront composées de ligues pleines cl de lii;ni.- pr.iu[uéi:s( enfin, celles qui 
partent des point! de l'arc J rcroul ciilicrcrnciil |vjih luér... 



epare sur celle piuj ,.-:■[ i o - b II-: usi [>lc In : ilt-s aies ponctués. 
LWëcutiou des figures a eL 3 ne présentera aucune dllTieulté. ' 
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clics qu'on appelle rnimidcs, parce que les surfaces qu'eUe comprend ont 
quelque analogie avec les cùncs (*). 

Si la directrice reclil^no es! piT-pmiliculnin- au plan directeur, le co- 
iioïde prendra le nom tk ^i.'i'n'.V.: ,/m.f , ut eelte directrice celui de ligne de 
tlriclina (*"). 

□ □r. Parmi les conoTdcs il y a une variété bien remarquable, c'est celle 
où la droite genéralrit.v, miistaiii!in;:il parallèle à un même plan , suit pour 
directrices don lignes droitcs.On donne aui surfaces de cette variété (*"] 

le nom de parabalokies hrpcrbaiBjua , on de cônoùlet du second degré 

(169 note). 

us. De ce que les élemens d'un paraboloide hyperbolique sont parai- 
" lèlcs à un même plan, il s'ensuit qu'ils divisent les directrices en parties 
proportionnelles. En cflet , soi! AC, AT, les deuï directrice* d'un pambo- 
loide hyperbolique; elsoit AA', llli', CC, trois de scséïémens. Far le point 
A, menons AD parallèle à CC; le plan A'AD sera parallèle aux deuï dé- 
mens AA', CC: donc il pourra être pris pour le plan directeur du paraho- 

Ccla pose, abaissons des points B, B', C, C, les perpendicnl aires Bi, 
Ce, Sb', Ce', sur le plan A'AD; on anra Ce = CV, H/> = B'J'. Menons les 
droites Aie, A'iV; dl.:s formoruiit da triangles semblables qui donneront 

Cc:Bi AC: AB, tiW.VV :: A'C':A'B'. - 
D'où l'on tirera, à «ose de l'dgilila' iet termes des premiers rapports, 
[AC ; AB :; A'C : A'B'; 



AB : BC :: AT' : B'C. 

asî. Réciproquement, si les démens AA', BB', CC, etc., d'une surface 
Rauche, divisent druv rlroitci directrices A'C, A'C, en parties proportion- 

(■) S Pou imagine que le soumit d'un cilne soit étendu lur une droite, la élineqj qui 

(") Ce uoraiieatdicoijueL directrice rectulgiu renferma Ici plot courtes (tùtantr. 
de loua la élirai™, lie manière que c'est sui.ant celle li B iici|uctiiuifîcecitlcplusrei- 
Wr,*, ou eu qur:lH]iL*> sortit ].Io£ étranglée. 

("') Ces mfrm DS peuvent être roupies pir un plan que KÙltat une parabole ou 
mirant une hjperitola ; c'e.t ce qui lei i fait oomaier piri)«loïdei hjperboliiiues. 
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nelles, ils seront parallèles à nnmênje plan cl appartiendront à un parabo- r 
loi de hyperbolique. ' 

Pour démontrer celte propriété , menons encore AD parallèle à CC , cl 
abaissons les, mêmes perpendiculaires Ce, BJ, Ce', Bï/, sur le plan A'Al). 
On aura, eu formant les triangles ACc, A'CeV 

AB : AC v. Bb : Ce, et AU' : A'C :: XV : ÇV{ '"-'T ' ' 
el comme on a par bjpolhèse, 

AB : BC :: ATf' : B'C, ou AB : AC i: A'fl' : A'C, 



Bi : &' : :B 



':: W:Wf 



i'AD, ainsi on a Ce= Ce'; donc 

Bb = B'b'. 

mne tous les élémcns tels que BB' sonl parallèles au plan A'AD, mené' par 
n élément AA', parallèlement à un. autre clément CC' : donc, etc. 
334. Les paraboloidcs hyperboliques jouissent du ne antre propriété bien 

c'est que AA' et CC étant deta positions de In gcnératrifc I 1.;. 



d'une dt 

manière qu'elle soit constamment parallèle ii 1 
premières directrices AC, A'C, engendrera le 

Nous niions démontrer celte belle propriété 



tplan 



Soit nw une position Je h. droite mobile le long de A A' el CC. Mêlions 
par les points CclC'des parallèles Ce, CV h nàt; el .soient c et c' les points 
où elles rencontrent le plan AAH parallèle à CC. Enlin, menons AcelA'c', 
cl joignons les points c et tf par une droite ce'; cetle droite sera Linlcrscc- 
tiondu plan AAD avec le plan de l'élément CC et des parallèles Cr,i™ 
et CV; donc elle passera par le point n où ion coupe A A', 
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n. „- fjela p*W, prenons SUT mn un j>aîai tqtfcflrtffcj' O r ol ÊtinWVor* jUi 1 
** '■ crfÇoiutunplan parallèle au plan AAHj il coupcrale; dii^frleéS AC, A'C', 
itc ta première géncfsfioH , en délit points D et B*r et amtM la plan AA'D 
peut être pris p(mr le plan directeur docette générai ton, la publie D et t/ 
détermineront l'élément BB' ( de telle ihM« pretaiièw geWeVsrtm. Or, lu- 
point 0 appartiens» cet élément : en effet, si l'on mène les droites Si, Wtf, 
pai^lèleaà™, elles détermineront les triangles AB6, A'B'A', semblables 
a ACe, A'C,:'; donc on aura 

AB : AC :! An ! Ac,HA'B' ! A'C i: A'f : St. 
Mais (aaa) AB : AC :: A'B" : A'C ; donc 

Al ; Ac :: Ùv : AV. 
Mairttenaul remarquons que la droite mn étant nioîiité pàrallèlëmen! à u» 
plan parallèle aux deux premières directrices AC, A'C', Lés plana ACe, 
A'CV, sont nécessairement parallèles. DOnc les intersections Ac, A'c', de 
ces pions avec AA'D soot aussi praUèlcs. El, puisque ees intersections sont 
divisées par les points l ul .'/ en jUL.-ti.-s prriporlL'KiiiL'lLj , il s'n.niiil r[i; l: 
les trois points h, ;i Ht f/, sont un !■[;:»'; ilr jil'. 1 ; dont: le plan des lignes El, 
iW, contiennes droites BIP et ni/t; donc enfui le point Cf, cïc Felomcnf mu 
île ta seconde génération, est sur un élément BB' de la première. 

On prouverait du même que cliaque point d'un élément BB" de la. pre- 
mière génération , ;ip|.Lrii:;ri1 :d m: <:h::'ii'[Lt it<: !:i '.■,1.111!-; ; ainsi tout para- 
Ijolofdc bjperfcoliqtic est susceptible d'ùtri; ci^cn. [r.- [le deui façons par 

Ja5. Il est cjajr , dVj'irs ce i[ni j'i'].i.!i; , rpu [■■-> < : ->:u\ [Tircct'rïces et le 
plan directeur d'une génération étant donnés , deux élemcns du cette' 
génération, et un plan parallèle aux demi directrices données, seront les 
1! i iv c-li-; <'-■. <■; le pi.in ..litvutuiir lie l'.-.ntre Lvnérat.iv.. Et si dd la seconde 
génération ou voulait déduire la première, on prendrait deui éïémena d# 
celle-là, cl un plan prallèlcam déni directrices correspondantes, et fou 
aurai! le plan directeur et les droites directrices de celle-ci. D'où l'on voit 
que les deuï générations se déduisent futic- Je l'autre atsQÏumcnt Je la 
même manière. \ , 

■ n,G. des siftr'rt'CES gaocBeS q m util irôii iGrimtncts im&m. à 

Ton impose à la génératrice la eoridirfori dii t&ùéhcr constamment une troi- 
sième ligne directrice, du lieu de celle dè' rester toujours parallèLe a un ptai. 
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directeur, il cslclaii que ks. siu-faii-B eii«LUÙVïi:5 seront ouvre de bOlfacc 
gtuclics, à oioins que le. imii dirren-keï n'aient mire elles des relations 
eontcnaliki pour que .1m, ijfiiirui e-on-ikuiii", stiitni va gênerai dans le 
mime pbti(a,4). 

3J7. Soit donc (AB.A'tT), (CD, CD - ), (EF, ET). In Icoii directricei iPuce pirfjre PI .( 

Mllj^^^^^^^i^to'^W^^I lt point [M.M'j K.UI.wcum-r; 

doniugo. « SB P» rangent ...^Woncnercliàede U cf^brlcs.ou , m qui rr- 

clepHnU (D,»'],(j, a'), fi, '')■ 0,11 1 R r ™ !■■»•>* P" b™™' (H. qui! 
UDcenni lmdrt.il» (1111, lMi>, i.K.. , K'i.-'), |M|., .M'/.'), . m; nom cçjtilruiiijni 1« 

Hîjh'l'E~i clic rcii")'ili'J i L'1' l il un |-, [il ; ■ [i : ia.:ri.i,u,:rn le point N corrcipon- 

dvnLl M', et [N. S') ht,. l'inl.TH^ I iiHi il.' 1 it., nlri'iililre 3>ec le clnc dent la 

>nsc ci (CD, CU) cl 1d «imtuct [H, M'). En effet, le cjlindrc Tcrlinil FE ut coupé 
parle rfpne auiil 11 ire nrrral ii ligne (FyU. .. , ili'/rt . . .)i nuis ce i-jllinliv eennenl 
li Lruii.iêmc diirclrice; lieue il e- m lient le [î.slnl !>' , tY,) ui. elle per» |o céno; donc 

twkiit œn^pclilm, ^tetjajinuujui il.-t-, l^„.:i([ : ,Vi.' liVf'/...)., (EF. EF): 

aa8. Si les (rois directrices (AU, AU 1 ), (CD, CD'), (ET, ET), AtvKti- 
nt!il ii la fui- des liyiiL'h dmilei, la -urfare correspondante sera ce qn'on 
appelle on h rpcrlnluUL- ù mie "ri/j/n 1 (*). 



(") Ce ncni "icnt de ce --|-.L's:rn- l. '.l..- miii'ii o p. ul i..r.j-nir-i .'tn- jinxlnilepar le mown 

ffuno liïp.rk.le. En. jj-iiierel . ] .■! il'A , y.„ f .. f.ïafï se lionne i tuulE tlirCltfC engendrée 

par mie hjprrlwlr, mriUc.mto.ir tir l'un de se. mes, île la™. (| 1 1 es lu lectteai r*rpeil.1i- 
culr^içel, nie scient rilipliiiiK;. S. le m il il i. m en l se l'ail juluue tic lui réel, lu Inrr 

le rsi tlun 1 latTsi Ira leelio» jierpentliiralairei i fui immobile, «ni icieewle., tlij- 
padwUi génteatiin. orf onniùmte de tome, sA Vliyperljoluilei .11 de riiolplion. i uns eu 
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Celte surface jouit d'une propriété analogues telle que nom «tons dit 
montrée pour le paraboloïde hj-pcrbolique (pij) : c'est qn'ella peut être 
engendrée par une seconde droite , mobile sur trois élèmens quelconques 
de la prerniére génération. 

asg. Pour démontrer cette propriété, soient AC, A'C, A"C", trois droites 
directrices d'un hypei-|«d..ide à nue nappe, et AA", BB", CC, trois é!é- 
Jnens de cet hjp<:rl>"l<ml'-- Il ^ae,inf d.- l'iirr- vnij- ppj<; 1 i >■ l ■ -m lvs di\>ilcs qui 
louchent les trois élemeus A A", BIT. LU", ont tous leurs pointa sur la 
surface donnée, ou, ce qui revient .-.11 mèrae, qu'un.; génératrice non", en 
se roouïanl sur Ici <vt,U dii eclrir.is données AC, A'C, A'C", touche un 



aâo. La directrice A'C et l'élément BD" devant le rencontrer , les droilis 
AU, B"C, sont dans un mémo plan, et se coupent en un point D. Mais 
la droite A'B est dans le plan AA"L ; la droite U'C est dans le plan A"C"C -. 
donc le point II es! un point de l'interaction A 'C de- plam A"AC, A"C'C. 
Un prouverait de même que les deux druiles A'B", UC, sa coupent en un 
point E de AC". On vuîl donc par là que kl dr.ùïcs A'C, DU", se ren- 
.unlran) et s'appujanl sur les c'ilJi o|i|.tn. : s d'un quadrilatère AA"C"C, 
|il'oil nomme •jiui.!iil,:l,'n' çiwc/ir . puce que tuu-. ses points ne suut pas 
■ans un mcnie plan , le-, .piiiln; poinl, d'appui .V l I H , 15'' cl C, forment 
in quadrilatère plan, doul les eûtes opposés A'B et B"C, A'B" « BC', so 



il quatre pointe A', 1", C, I) , du quadrilatère gauche 
ites A'D et B'C, A'B'' et 11 C, se coupent en despuiul 
s A"C , AC", la quatre points A', B", C et B , son 
et ilsfornieul parmnscqucni un quadrilatère plan don 



■s Irais directrices AC, A'C, A'C; 
et enlin étant donné nu point B de 
a facilement l'élément BO" corres- 
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mi un |>tji 1 1 1 D r puis, par le point D et pur le poinl connu C, la droite !>(.', l'i- ... 

cherche BU''. On auraillemcmc résultai en menant par les poinl! FI et C la 

poinl et le point eonnu A', la droite EA', qui couperai! A"C" au poinl IV 
qu'il falLiit trouver (*). 

I l'iTll'HHHI "Mi se construira domine BU". 

toacbonl les droites DU" otCC. il n'y aura qu'à déterminer le point 6 de 
nette droite, au moyen des points B , B', et du l'une dus din^onnlrs A'T, 
AC, comme ou vient de construire B' 1 , ao moyen de A', C, et d'une des 

ïSa. Maintenant on remorquera que le point B", d'un élément BB", M 

pion A'AC , la droite Cl parallèle à A'A'. Les trian K lcs AA'U et BCr, A"A'D 
et fjD, «Uni semijlaljlei, nous aurons 

A'A : AB :: Cx : BÇ, et DA" : A'A' DC : Ci. 



A'A x DA' : AB x A'A' :: DC : BC, 
A'A X BC x, DA'==A*A'X ABx DC...{rt), 
égalité qui eiprinie r[Ut: lorsqu'une séiaulc DV coupe les cillés d'un Irinuglc 
A'AC, nu les prolonge mens du «-s cillés, lus si* scg.nens A'A et A'A', 
BCct AB, DA* et DC, sont tels que le produit de Unis d'entre eus A'A, 
BC, DA', qui n'ont pas d'oitremltés communes, ou, ec qui revient an 
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3fir ftK^WMh (V'ÇJ, <*m PP* 1* <&vto OB', <¥■ «a dose; 

A'B* x OC x DC = B-t» x C'C x DA*. . . (b). 
Ce quj dooneçi, en mulljplia.pl je, doua; égalités, (aj et (t) oaeiidu* à. 

A'AxA'B'xCC'xnCxDA'xBe^A'A'xB'Cxe'CxADxDA'xDC, 

ou, en supprimant k lecteur commua DA* x DO, et on mettant les lettre* 
dans l'ordre où se suivent les grandeur! qu'elles assignent , 

AA' xi'lf X CT- X CBr= A'A" xB'C x C'C X BA . . . (pj. 
Et comme cette égalité est duc à la suppression du Fadeur DA' X DC, ou 
remarquera qu'elle n'anrait pas lieu si la sécanle B'C coupait la diagonale 
A'Cen un pointR' différent du pointD, carcefacteur serait alon DA'x D'C 
pour le premier membre, et DA' X DC pour le second. 

Nous conclurons de là que par cela seul quo les dcui sécantes DA', 
DB', sont menées par un même point D de A"C, ou , ce qnl est la même 
chose, par cela seul que les qiialre points A', B, C, B', diin quadrilatère 
gauche , forment un qmuli-iln/in- p'wi , k protlùil iks quatre segmens dis- 
continus AA', Air", C'C, CB, est égal à celui iks quatre autres segmens 
aussi discontinus A'A', B'C, C'C , BA , et rcciproquenutal (*). 

a34. Cela posé, nous remarquerons quo de quelque manière que A'C 
divise les côtés AA", ÇC", on aura toujours 

*«- 

M'ïsC'C== ; pX-CCxA'A', 

p élaut un nomVe vgal au quotient de ^ divisé par, Or. , moiroii» 
cette valeur de AA' X CC dans l'égalité (c), nousanrons 

P x A'A; x C'C X A*B* x. ÇB = A'A' jj^Ç X C'Ç. * BA , 



(•) La aunitM iiont et ttèori™. Tient d'«m déduit de csliii dn tri.aglr. ertlWede 
la Ometubm» «■ M. SaehtUi. tome III , pap 6 , .rlirJ. deM. Cluafcn. 
U mime 0 u>ra^, loi^ [I,r^446,d^ladaii»iiitr>tk>udBrA3l4. 



«MF; iti; liés *Bfti>ÀcPJl OAtrcÉES. 
> ; &i> redniWnt- 

p x ft'B* * GB = 8*6" x BA ; 

quidom.clVg.IHo' 



laquelle nous apprend que le point if 
Il s'appùis sur la droite À'C, est plac 



A«t x C4 >tGWX A's=Ad x tfiti* x Ci X G*. 

El cbmmô cortïegalih! ne peut «voir lieu f>3S) qu'autant queïe quadrili- 
(tre fortid par" quatre" points n, ni. S, ni', est un quadrilatère" plan, Il 
fetiiùStqno Ici déu< droites n/:, mm", çe coupent; qu'il fallait dJji'o-i- 

a 15. Nous ferons observer que le nombre /. étant quelconque, les dru* 
drbifés Aiï', CC, qui -'appuient ™ fts iriiii ditïiWs AC, A'é, A'C 

sorti tnopéefpav-A'C' dSiîH mr.iii.-marluii-iiir, tu iMSflj que l'équàtio» (lf : 
nawujcttit Icï droites duiiiiiié:, , : i Juinnc iiîmlitinn spéciale. 
Si aVKén d'être quelque , était é S a1i t'umlé, on' attrait 
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86 yv$n H = SBppiCHS çouBBSS. 

? 33. Dans, le (ri^g^yce, coupé, pp. k.jaantt.DB', on aura doue; 
e,n (icrivaut d'abord le second rapière. 

A'Bf x CC X BC = B*C X CC x DA". . . (b). 
Ce guj donnera, en nitdUjilî W t la dau> égali|es, M « W utewbpe 4 

A'AxA'B-xeCxBCxDA'xBe^A'A'xB'CxÇqJxABxDyxDC, 

on , en supprimait le freteni commua DA' x DO, et an mettant les lettres 
dins L'ordre où se suivant les grandeurs qu'elles désignant , 

AA' x A'B* x CC X CB=A'A" xB*C x C'C x SA, .. (aj. 
El comme cette e^alilécsl due à b suppression du facteur DA' X DC, or. 
remarquera qu'elle n'aurait pas lieu si la sécante ICC' coupait la diagonale 
A'Ccn un pointD' différent dupointD, car ce facteur serait alors DA'xP'C 
pour le premier membre , et DA' X DC pour le second! 

DB", sont menées par un mûrae point D de A'C, ou , ce qui est In mémo 
chose, jiar cclet seul '/M les quatre points i.', B, C, B", /tua quadrilatère 
gauche , forment un ijitiulrilitti-n- plan , pnJint de! quatre segmens dis- 
continus AA', A'B*, C'C, CB , et! égal à celui des quatre autres segment 
ainsi ilin-tintinits A 'A*, B*C, CC, RA , el réciproquement (*). 

a34. Cela pose, noua remarquerons que de quelque manière que A'C' 
cîiviscles cùiés AA*, CC, on aura toujours 

M'^CC^pXCCxA'A', 

p étant un nombre égal au Quotient de jrp divisé par ^3. Or , meltoat 

celle valeur de AA' X CC dans l'égaillé (c) , nous aurons 

P x a'a; xcc x au- *çb=a'a- xç-c; x Q'Ç, 



Cl Ij mioieraiootojtlwortiMnenli'Itre iMnit ds oilni Jn trïingtr est IMe Se 
U C<™,»«twr dt M. BotUm, tome 111, page o, irtMa deM. CBMta. 
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DU ! H re Jnk'Tlf- 

p*ïi'B'K6B = B'es:BA i 

ceqHidonDer ^ H. .1* 

laquelle nous apprend nue le point B% où l'élément correspondant au point 
B s'appilié sur lï droite X"C', est placé sur cette droite de telle sorte que 
le quotient de ^ divisé pBr jjtf! est 1= même nombre p qui oit te qurP 
" 

Donc W étant ïcÙérnoiit qui correspond n point m,- on aura 

Btfrncrhfc si oA ftt une drditc qui touche fi,i', Kfl* et (XT, elle sera' dans 
le fcidrtie ess qiié- B* tournant AC , A'C',- A'C*, ce qui donnera 

Tirons les valeurs de p de ces dem dernières égalités; noas trouverons 



AmX C* X-Cm'X A*à=A« x AW»Cï x On. 
Et' WrrMtf cette' égalui' ne pttt .Voir Eéu f>3S) qu'autant quête quidrila- 
lere fornlé paï l(s Quatre points ,i, m, m*, est nn quadrilatère |,l.„, . il 
mm que les deui droites" «S, iW, se cousit: ce qu'il fallait démoh- 



d'où l'on voit que la surface en question serait un paraboloide hyperbo- 
lique (aaî). La double génération de celte surface résulte donc, comme 
cas particulier, de celle de l'hypcrboloidc k une nappe. 

11 est intéressant de vérilier la belle propriété que nous venons de -dé- 
montrer sur une variété d'hyperboloide qui sera souvent employée dans 

aî6. Concevons dans l'espace deui droites quelconques, et imaginons 
que l'une serve d'aie, et l'autre de génératrice, à une surface de révolution. 
Cette surface , ainsi qu'on le démontrera bienlit (M i) , sera de l'espèce des 
hyperboloïdes k une nappe, et appartiendra' a la variété de ces surfaces que 
l'on appelle hj-pcrbohldes ik révohahn à une nappe (45a note). 

aÎ7- Prenons pour plan horizontal de projection un plan perpendiculaire 
ii celle des droites données qui doit servir d'axe; et pour plan vertical un 
plan parallèle à l'autre droite (C'està-dire parallèle a la génératrice ) , et per- 
pendiculaire au plan hariioulal. IV^n-c- i- l i, suit (A, A H) l'axe de révo- 
luliou , et (CD, CD') la droite génératrice. Chaque point de (CD , CD') 
décrira un cercle horizontal dont le centre sera sur {A , A'B'); l'ensemble de 
:.:cra la surface eq question , et deux positions consécutives 
du la fjéuéi-atrtco auront leurs points correspondant séparés par des arcs 
circulaires horiiontaux; donc ces positions n'auront aucun point commun 
entre elles ; donc elles ne seront pas dans un même plan, car il est clair 
qu'elles ne seront pas parallèles ; donc enfin, la surface engendrée sera, 
tout-à-la-fois gauche et de révolution. 

aSS. Parmi les cercles de celle surface, il y en a un remarquable ; c'est 
celui qu'engendre l'extrémité (L, L'), de la ligne de plus courte distance 
(AL, L), comprise entre l'aie et la génératrice! Ce cercla est évidemment, 
do tous ceux de lasurface, celui dont le rayon es( le plus petit; sa projec- 
tion horizontal est la circonférence ijvL, et sa projection verticale la 
droite i'o', parallèle à la ligne de terre. Il esl évident qu'il occupe la partie 
la plus étroite delà surface | et on le nomme, par celte raison, le cerclé de 

a3y. Décrivons le ccrelc (CED, CD'), engendré par la trace liorizonlale 
(C, C) de la génératrice, cl menons par !e point (D, D"), ou ce cercle 
esl rencontra par la projection DC de cette même génératrice, la droite 
(DC, D'C), qui a même projection horizontale que (CD, CD"), et qui fui! 
avec le plan horizontal le même angle que celte dernière droite. 11 est 
évident que l'aie (A, A'B') sera situé de la même manière par rapport 3 
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CHAP. lir. DES SOKFACES GAUCHES. Bg 

(CD, CD') et par rapport a {DC, D"C); donc , si Von mené un p! an quel- ' 
conqueperpendiculalreàlaie de irvolmioii, il riMipiT;. lcsdroites(CD, CD'), f 
(DC, D'C)et(A, A'B'), 'suivant trois points, tels que les deux premiers 

lîvnc, si l'on fait tourner la droite (DC, D'C) antouTde l'aie de révo- 
gendré'par un point P de la droite (CD, CD 1 ); donc la droite (DC, D'C), 
occupons. 

Cette surface est donc susceptible d'être engendrée de dcui manières par 
le moyeu d'une droite. Et comme on peut supposer que' les dcui généra- 
trices (CD, CD"), (DC, D'C"), soient en mouvement en même temps, et 
de (elle sorte que le plan projetai!! Cil fourni- autour du rjlinJre verliral 
ioL, auquel il est tangent, en les emportant toutes deuï avec lui, il est 
aisé de voir qu'aucune position de la première ne se confond avec aucune 
position de la seconde. 

■21,0. Maïs tontes les positions de la première rencontreront chaque posi- 
tion de la seconde, et réciproquement. En effet, prenons pour eiemple 
l'élément (DC, D'C) de la seconde génération , ei faisons mouvoir la pre- 
mière génératrice (CD, CD') autour de (A, A'B'); je dis que chaque posi- 

-uppoinns ni piL-miiT lieu qui! le point (C, C) soit venu sur le cercle CED, 
.en un point quelconque (E , c) , tel que les lignes CD, EG, tangentes h \ s 
circonférence :yoL, se croisent sur le côté droit de A A'; la droite (CD, CD') 
aura la position (EG, cg), (ir, icsdr.ii* lignes :\X\, 1,'C), '-vG, o'g) ,i se trou- 
veront sur la partie de la surface située au-dessus de la gorge (ooiL, oVlî 
donc elles se rencontreront en un point (n , «') ; donc l'élément (DC, D'C), 
s i-i .1 i i];<:oul:ni <..ii- î i.lémoit (Li:, Suppléons i. n second lieu que le 
point (C, C 1 ) soit arrive en un point (1, D") de CED, tel que la génératrice 
(CD; C'DT ait la position (IK.D'C), parallèle au plan vertical : les élciucns 
(DC.D'C), (IK, D'C), de deux générations différentes, seront parallèles 
entre eui ; donc ils se couperont il finum. lîiiliii , supposons que Je point 
(C, C) vienne occuper un point quelconque (E, if) de l'arc 1DGC; la gé- 
' ]iéralricc(CD, CDO aura la position (E'C, e'g 1 ); les parties (DL, D'L'}, 
(E';, «"0, des dem clémcns (DC, D'C), (E'C, e'g'), seront sur la portion 
de surfin- inférieure ou cercle de la gorge; donc ces deui élémens se cou- 



Il r peront eu un point (m, m'). Donc tontes lus positions de b premier y. V- 
relrice(CD, CD'), coupe»! l'élément (DC, D"C")dc h seconde généra lion; 
niais cet élément n'i rien de particulier sur la surfers : donc, etc. 

Nous ferons remarquer en passant que le point de rencontre (L, V), de 
la droite (DL,D C")e! .k- In ^li min. triée (CI), CD'), s'éloigne de plus en 
plus de 5a position primitive, en ''élevant nur (LC, L'C) , i mesure irait' 
le pain! (C, C) s'avance vers le point I, par les points K et E. Lorsque 
fC,Ç) est en I, le point de rencontre est à l'infini sur (LC, LL"), el àmc- 
fiurc que ce même point (C, Il j s'ppprochc par D et G de sa position pri- 
mitive C, le point île ivnn>iitrr. on ijurtiiorl , mollile alors sur(LJJ , 17D"), 
se rapproche peu a peu de (L, L'), et tient enfin coïncider nîec ce point, 

aiji. De ce que chique position d'une génératrice coupe toutes les po- 
tion, et qu'on demande l'élément de L'autre génération mené par un point 
donne d'un de ces trais élémens , la droite qui touchera ces trois mêmes 
clcmnns, et qui i.K-ci a par p.->iu- ilonné , sera l'élément demandé. Donc, 
si Ton fait mouvoir une droite sur ces trois élémens , elle occupera suc- 
cessivement toutes les positions de la seconde génératrice ; donc enfin , la 
surface dont nous nous occupons est de l'espèce des hvperboloides il 
une nappe (318). 

Et, comme on peut [>r::ui:ii- le- ti:>:- iliruens directeurs, a volonté sur 
l'une nu sur l'autre gtri.lralinn île 11:' te siii'lace, nous en conclurons (ce qu'on 
lit déjà) qu'elle peut être produite de déni manières pnr une droite ta 



. . rc avec les surfaces que nous venons 
d'examiner ; l'essentiel p»ur le présent, c'est qu'on ait une idée claire dc- 



aja. Des siibficzs cincnrs ej ciStnat. Il e« iisédeloir, d'ipréio 
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cUAr. in. des STMACES OAltites. (|i 
une propriété u,qi aéra Iïèn,nenimcnT rmulovée par la suile. 

= jî. Voici (£110 pCf.pr:,'ti- .V, frr. futt tS.;„i-.„ „„ nul,:,, rfu 0 lUWnt K l/W 



dBÏrurfcu^uche^t»éi.u^ 

mena lie la mCnnj «iifjLf r ll-j,':- ..: .1 c-c- j 'lu K , cl supposons que loua CCI elrrncni «lent 
«..ii^cijtil. <■. plir-s*!]! I.* <i:rf.i.v .l.rnl'.jnl'e- . *iv , ' , , H' r pi' , K'. . . , indiqué 

a, le plm P »c «r. parallèle 1 aucun de ta Ai- 




34b. Ilpeul .criTsr B osiliiuelapliiio)opinIialtiiiB«it» l'inf™ ; ia™ tieu, or, ur 
peul pu dire que la courbe . . .Vi'iti'i'i ' ... r. 'ciis'r pas , mail leulemml qu'elle n\ 
«ioÈei une dislance iuOoie, cl lu |ir<. r u/nfc,.k- „nt,il,lc mr.nl satisfaite. 



el amce.nni que le plan P tourne autour de rêléraer.1 R , à pi 
qutleor^ue. LaMurb c ...-ffiil'f*-... »«.utn A» en» 1= *™J elcrncnl 
du perabuloide ; el a mesure en* le plan P 9**pproclier* d'elle parulleleiu plindi relieur, 









li^^ïs^r 1 "^:: ses ï.: 
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couperont pat conséquent suivant mi grand cercle dont le plan sera per- 
pendiculaire s la dmiciiiii'- llr, i'i nscriiliL: .h: Ions 1rs grands cercles for- 
mera une surface par tic. lilii'ie, ipii [oubliera et enveloppera chaque posi- 
tion de la sphère mobile, et qui sera ce qu'on appelle l'eiivelop]ie de 
l'espace parcouru par cette sphère. 

suivant une loi donnée, deus pu?- lions cariséiiilLYei de cette surface se 
coupent ou se touclicnt (c'est la n-.uir.i; ohwc, puisqu'i-lles sont infiniment 
voisines et qu'elles dilleresil infiniment peu) suivant une courbe particu- 
lière, el L'ensemble de ces courbes est ce qu'on nomme une surface enve- 
loppe. 

a5o. On donne le nom d'enveloppée à la surface mobile et à chacune de 
ses positions. • . 

L'intersection de r.Ic:i\ iri.'l'ii'p'. s f-.n^.. i::i. i> i--t une véritable géné- 
ratrice, dont les variations de forme et du position sofit données par le 
mouvement de t'<:[L.i^[i|i[i^:, M.iis ■ -. . I r intersection étant d'une même na- 
ture pour toutes les enveloppes qui sont produites par la même enveloppée, 
/lie imprime, ainsi qu'on le verra par la suite (ïya), un cai-aclirc gênerai 
à toutes les surfaces soumises à la mthne génération , et c'est ce qui lui a 
fait donner par M. Monge le nom de caractéristique. 

leurs enveloppées suivant la i:ll:li !< : :]-lk;;u: ] in uilante; c'est-à-dire 
que les plans taugens à une enveloppe':, -uI.:,ilI d:-; points de ta caractéris- 
tique , sont aussi tangens à l'enveloppe. 

Concevons qu'une surface , constante on variable de iorme, se meuve dans 
l'espace en restant assujettie à une loi donnée. La première position de cette 
surface sera coupée ou loncliée par h position infiniment voisine survaut 
une position de la pi-arlériiliqui:; l:i sn-mulc po-itirm de l'enveloppée sera 
coupée pria troisième suivant une «munie i:a rail élis tique qui différera 
infiniment peu de la première, et qui en sera infiniment rapprochée ; la 
troisième positron do la surface coupera la quatrième suivant une troi- 
sième caractéristique, et ainsi de suite. 

D'après cela, une enveloppée quelconque étant coupée ou touchée par 
l'enveloppée qui la précède, et par rrlle qui !a suit . suivant deux positions 
consécutives de la caractéristique, il en résulte que ces deux positions sont 
sur une même enveloppée, et p:.i-cr>iiséipL< nlipicdi at caracléris tiques cou- 



i-M'mple ;'?<►<) i L l ciïnrme ihhls fi: déni on livrons par h suite (747)1 désignes 
apparentes tles enveloppes, suivant lesquelles sa réunissent pr nn véritable 
it1uihiss';iiii;ii1 <lem n:i[i]i;-. ':T>) distinctes de ces surface!. 

L'une de rcs napjrt-fil fuiiuc-j ]).[■ !'c:i«mli!c des parties que les 



.;. in;l d'un L-i'rté de l'arèlc de rcbrousscnicn 



iin|,:>.', pér- 



ira cicristiques située: di^ loutre l ■'> r c de= pn i nfï. il.' 1. 



155. DES SURFACES MVELOPPAIÎLES. Parmi lesdiffé 
e surfaces enveloppes, il y a un genre bien remarquable i 

On appelle ainsi les surfaces qui , <:r.nil m l[i>- tlr\il.l.-s 



■ 

:[., lr ,],l., n 



communes à ses dcitK voiiin-. -li , concevons qu'un premier clc'ln 

plan tourne autour de son intersecf 
le plan de ce dernier; que le plan 

tour de l'intersection du second avec te troisième , pour se rabattre sur le 
plan du troisième; que le plan de ces trois premiers él émeus tourne autour 
de l'intersection du troisième et du quatrième, pour se rabattre sur le plan 
de ce dernier, et ainsi de suite, on verra que l'enveloppe du plan mobile 
est susceptible d'être appliquée sur un plan , sans qu'olle se déchire et sans 
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qu'elle «e double, et que cette enveloppe est par conséquent une surface 
.l' : vrlr.p|.ri::]e (:-j.>:. 

=55. 11 est visible aussi que pour qu'une surface soit dcvcloppable , il 
faut qu'elle soit composée d'élcrauns plans, unis par des bords iudéiiriis en 
ligne droite : ainsi , IV 1 ; vuiai.'H: ■u"i:r:;:.iu.-- <i''.L[i tiioli.iu 

isl kiH 1 -url":ii.r; .!,. L vH'S'j].p:il'lr' : i !. L..-ipn>r| 1 1, tii. M , in:f -, n rface develnppahlo 
est l'enveloppe d'un plan mobile. 

a56. Le plan étant donc l'enveloppée d'une surface dcvcloppable quel- 
conque, il s'ensuit que l:i or.ictLTi-ùiue de n 1 . ^urheos est toujours une 
droite. Et comme dtu\ tsiiMirlrriilii^u-f rnuwuilivis d'une enveloppe surit 
toujours sur une même enyeli.ppée , deii, droite- élémentaires consécutives 
d'une surface dévcloppable su ut toujours sur un même plan, et se rencon- 
trent par conséquent en un point. La suite dus poijits d'intellect ion des e.i- 
raeteristiques consécutives forme sur chaque .-ml'aii: develuppLIe : 




elle i-sf euiipée par la carnctéii-llrpie : : ï -^--i 1 1 -. a t- , ii .. m résulte que chaque ca- 
lactén-tiquc , ou , ce qui revient au même, eliaque droite élémentaire de 
la surface, est tangente à l'avete de rebroussement. 

sèment; et toutes li-, [ ..■■:■!].■. i:\r.n-., .l'un uirmi! r.'.le de cette arête for- 
ment une nappe de l'enveloppe. D'après cela, toute surface développablo 
est, généralement parlant, «imposée de deux nappes, qui se réunissent 
suivant ce qu'on appelle son aràte de rebronssement. 

nSg. La loi du mouvement du plan mobile peut être dunnée d'une infinité 
de manières : ainsi, on peut assujettir ce plan h (Ire constamment normal 
à une courbe donnée , on tangeul a tiens surfaces données, on à toucher 
une surface donnée suivant les points d'une courbe connue sur celle' sur- 
face, etc., de. 

aGo. On peut concevoir aussi qu'une surface développable quelconque 
soit engendrée iiKli'|iin:Ll..inijii , ii! du non euveluppée : c;ir si l'on fait mou- 
voir une droite de façon qu'elle soit constamment tangente à l'arête de re- 
brouf«ment de crise surl- jee , linn (:o.-i 1 :.-.:!, icui.-ecuti'vt! lit b lîrciiV 
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iGi. G: plan, qui pisse psr deuï tangentes consecutlTes d'une courbe, 
étant ce qu'on appelle le plan osculateur de celle courbe (ç,5), on voit 
17:1c (outc surface <IeWI<:-pf«i':l:: est trnn-bif.fi: d'un plan mobile canstam- 
11:. ::f T.- ni,: tl :' , r ■ j/^ :;-hr'*:isS::nwnt dr riitr stllface. 

iGî. Parmi les snrfacas que nous avant oaiiiiruks , les surface; ejlin- 

H i -.;nr .!.■- -u l i'.i. ■ ■- . 1 1 : L ni . I Kl] i'iïi[ , M Ton Iiiki- 

g i ne qu'un plan loueur- ;>ar.ln-li' .i la tlirtrlitm île* él-jniciis duo cylindre, 
ou passant toujours par I.- siuriin^L <]'uii ciiin, se meuve de madère à con- 
tenir constamment la languie a l.i iliruL'.i-in; , ll-s pjiitions consécutives 




de construire Ici pointa où ila sont percé* par chaque clément de l'eatclappe, c'cal-à'dïrc 
par chaque langeuu? nie l'Alice donnée, et on joignant par un trait Iour cenï rie CM 
pobU qui Uni Jim un mime plan, un ohlîcndra loi interjections (A™iOPQ, KK'|, 
(RSTU, LL'), (VEX, MU'), (IY7.W, BU), [GHUA , G' j"), ùo l'ra.eloppo cl de. 



|.l KK'.Li;, Mil', Ole. 

Touiei coa interjection' «err.nl auunt.le .li.oloppiti I s* ri a cercle A BCO ; a il csl éiirienl 
,o»W|»iiiuJtrtbrei.H™icnl(i,A').(S.S').tE,E'),{iî.Z'),(A p A'),si!re.llB 
intersection, rie l'hélice donnée (ABC. . . , A'fl'C . . .) o.k le. plan! KK', LL', MM 1 , rte. 
iGf Cela posé., imaginons la caricleriatiquc divisée eu deut partiel par son point de 
c p ni partie infé- 

loppante (VEX, «'] 15 Lrou.em diiiiee par »n point rie rdirousienient (E, £') en 
ueL.ur.ucr.es [VU, MB), (EX, SU), tellement que In parties inférieures da f-»ir 
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aGB. DE LA REPRÉSENTATION des enveloppes; des sur/aces de a'w/o- 
Ikin comme enveloppes; etc. Nous n'avons pas parlé jusqu'ici des moyens de 
représenter une enveloppe; mai» il est facile de voir qu'on doit considérer 
la caractéristique comme une génératrice , construire un nombre suffisant 
de ses positions, et en déduire les traces de l'enveloppe et les contours de 

1 5 et les ligures a et 3 , pl. ra, offrent trois exemples de re- 
l'enveloppes. Ce qui a été dit plus haut (i63 — 367) éclaircit 
« qui est relatif bu premier; et pour que ï'on-entende bien 



369. SoiT{0, Cl'O 1 ) 
. .rfxVmV) la 

m util; fin ironie m i s w-. [-ulriilii^ino , cl juki^nC!]-. <]>ic l- ;0.;rlje 
tangente se meuvent en même temps autour de Taxe de révolution ; il est 
clair que la courbe engendrera la surface donnée; que la tangente engen- 
drera une surface conique droite, dont le sommet sera en (0, q), et que 
ces deux surfaces se toucheront suivant le cercle nun'. Or, si l'on imagine 
in- la méridienne, ilest évident qu'il correspondra 
iunesurfaKconiqucdrcdte, analogue àcelledont 
le sommet est en {0, 7) ; que deui surfaces coniques consécutives oc cou- 
peront suivant une caractéristique circulaire mm", et que l'ensemble de ces 
caractéristiques formera la surface donnée. Donc cette surface n'est autre 
cliose qne l'enveloppe du mouvement d'un conc droit, dont l'aie est l'aie 
de révolution , et dont 1» génératrice est la tangente m/ de la méridienne. 

J70. Par un point quelconque 11' de la méridienne, menons la normale 
n'r de cette méridienne, et du point r, inteisection 1Î0 n'r et de 0"0', 
comme centre, avec n'r comme rayon, décrivons le cercle ratri. il est 

nctji'f donc, si l'on imagine que le système du cercle et de la méridienne 
tourne autour de l'aie ds révolution, le cercle engendre» une sphère, la 
méridienne engendrer» la surface donnée , et ces deui sur&ccs se loucle- 



CUAF. IV. DES SURFACES ENVELOTPES. 0.9 

sur u'mVx'n', il correspondra une surface spbe'riquo h chacune de ses 
positions ; ces surfaces consécotives se couperont suivant cics caractéris- 
tiques circulaires rut', el l'enveloppe da ces surfaces fpheriques sera la sur- 

37 t. Imaginons maintenant que la méridienne (yy*, umvxn. . .n'x'v'm'u') 
soit la base d'un cyliïtdre droit , dont la génératrice soit nne ligne droite 
constamment peqiemlin^niie :m pbn il est clair que ce cylindre et 
la surface donnée se toucheront suivant la méridienne jf. Or, imaginons 
que cette méridienne se meuve autour de Taxe de révolution, et qu'elle 
emporte avec elle le cylindre en question; il est évident que ce cylindre 
prendra une inunité de positions, qui se couperont consécutivement deux 
j, jL-m. -Lifv'iLr A'.--, iniri^ili'. riiih.^ : iLuti u ! ".' 1 1 v el oppe décri le ne sera antre chose 
que l'ensemble de ces méridiennes, c'est-à-dire que la surface donnée. 

273. Il nous arrivera souvent de considérer une surface de révolution 
comme l'enveloppe d'uncôoe droit, vertical et variable déforme, mohile le 
long de l'aie commun à la surface et au cône ; ou comme l'enveloppe d'une 
sphère mobile sur l'axe do révolution et variable de rayon; ou enfin 
comme l'enveloppe d'un cylindre horizontal constant de forme et mobile 

Dans quelques problèmes, ou pourra substituer à une surface de révolu- 
tion son enveloppée, conique, spliérique ou cylindrique ; et comme il sera 
facile d'openn- sur l'enveloppée, on se trouvera conduit, par les propriétés 
des enveloppes , k un moyen de solution extrêmement utile (354—556, 
S75-S77)- 




fendent imnereeptiblemenl Je. nne. el 1=1 .otre, .rte 1> larfue k ftire. 

j-,f. Il al (Ur, d'iprki «l>, qui fhibiteee doit donnée ■« cuTritr. Kramenr. el 
ferManlièra qulqu idie de k génintinu do CTtlopaM ; nuu> ce aui par.ib» peuL-clie 
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LIVRE III. 



■ PLANS TAHGENS. 



376. D'aphl* ce qu'on a vu précédemment , >1 est Facile de concevoir qu'un 
plan tangent peut être mené par son point de contact., supposé donne* 

|..r :i !L |,Liinl aihitr.ii renient ;L:>:io re-;|i-li: ; ]u:.illrli!]]lirLl :i n^r <;:.ji!i' 

donnée ; p.ir ujle droite donnée ; par un point rl..Ti-ii L cl l^ti^L'jitiirllenirut .'i 
deui surfaces n'uriner.; ta:i;:i!ntiell<j(in.Til :i Iroi'i -urfiiccs , etc., etc. 

Il suit de là que l.i '[uc-tiiKt île hllilci- h h ]ilnn t .-l 1 1 L.'r?ti t se présente soift 
plusieurs formes, selon qu'on donne, premièrement , le point de contact 
• \v. cliLi uric : ^ecoudenieril . 'r. 1 . ^.olll' -y.r. :qip;ti lictnie '-- rr pian ; M 111- 
sicmement, mie drûi\e l;u|i:e]]c \> coi\c. élrc r:. 1 1 u 1 l- ; quatrièmement, 
une droite qu'il doive 1 nn!. ■ni]- ; -■Lii.ruiiimcrnent enfin, plusieurs surfaces 
qu'il ilnive toucher. 

Chacun de ces cas, qui soni les plus usuels, va faire l'ohjet d'un des eba- 



CHAPITRE PREMIER. 

Des plans tangens dont le point de contact est donné. 

377. Nous nous donnerons ordinairement le point de contact par l'une do 
ses projections, et nous déterminerons l'autre projection de manière que 
ce poiut soit sur la surface donnée. 

370. On a vu, n" 147 , qu'an plan tangent on un point d'une, surface 
passait par tontes les droites tangentes en ce point aux lignes quelconques 
situées sur la surface. Or, si parmi ces lignes il y a une droite, cette droite 
sera elle-même sa tangente ; donc ella aura tons ses points compris dans le 

379. Nous conclurons de là que lorsqu'une surface est engendrée pas 



loi LIVRE IH. PiiMS TAOTENS. 

le mouvement d'une droile , comme les surfaces cylindriques, les surfaces 
coniques, lis surfaite. ^.n:i !n" cl. stin'aecs dévcloppablcs, le plan tangent 
eu un point de celte surface passe toujours par la position de la génératrice 
qui correspond h ce point. Cette propriété est d'un usage fréquent, et l'on 
en va voir l'application dans plusieurs des problèmes qui suivent. 

380. PROBLÈME :"■ On donna une surface cylindrique, on donne la 
projection hnràoiuitle d m /niai il-: ivnc surface, et l'on demande Je plan 
tairont -pù correspond à ce point. 

Soit (nwpq, in'np'jh, directrice du la surface donnée , {ad, a'it) sa gé- 
néralrice, et g la projection horizontale du point de contact par lequel il 

r 11 s'agira tfabord de construire ce point : or, il sera situé sur un élément 
de la surface , et cet clément aura nécessairement pour projection hori- 
zontale la droite gk pLV.illi.-le in, '/. Ce même clément sera donc dans le plan 
vertical gk, maïs ce plan coupe lu iliveulriije en {m, ni) et (n, n 1 ); donc, ai 
l'on mène par ces point- le- limite-, (n-j, 11 g), (mg, m'y"), prallèles à 
(ad, a'd), l'élément qui contient le point cherché sera l'une de ces droites ■. 
donc le point cherché sera l'un des deux points (g, g'), (g, g"). 

Ces déni points satisferont également au* données du problème proposé, 
et ce problème aura cansc'quemmciit ileiiï soliLiioiii. Comme, elles s'obtien- 
nent de la même manière, il nous suffira d'en construire âne, celle par 
exemple qui correspond au point de contact {g, g 1 ). 

On sait déjà (179) que le plan tangent cherché passe par l'glémentfng , n'g/) 
mené par le point (n, n"), et l'on en conclura que la trace horizontale de 
ce plan passe par le point S, et sa trace verticale par le. point f. 

38 t. Maintenant, je dis que tout plan tangent en un point d'une surface 
e-. I .r.:l 1-1411C t.:t tangent à celte surface tout le long de l'élément qui passe 
par ce point; c'est-à-dire que le plan tangent d'une surface cylindrique a 
une infinité de points de contact qui son tons les points de l'élément qu'il 

En effet, «oit S une surrace cylindrique quelconque; soit D sa direc- 
trice; soi! K un point quelconque de la directrice ; T la tangente à tetté 
directrice suivant le point K; E l'élément indéfini de la surface S, mené 
par le ■point K i «1 soit -enfin P le plan qni passe par lëlémenl E et par la 
tangente T. Le plan P sera tangent en K i la surface S (148 et 379); la 
directrice i) et sa tangente T auront im élément linéaire infiniment petit 
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cor/imrm entre elles (8n) ; donc toutes les positions de la génératrice, qui ^ 11 
s'appuieront but cet élément , seront communes à la surface S et au plan P : 
donc cane surface et ce plan se toucheront suivant une lone infiniment 
étroite, située le long de l'élément E , et avant comme cet élément une 
longueur indéfinie. Mais celte zone ne sera nuire chose qu'une suite de 
feooltesdelasuiraceS, situées le long de l'élément E ; donc le plan P sera 
langent ii eetto surface suivant tous les points de l'élément E (i45) : ce 
qu'il fallait démontrer. 

afla. il suit de cette propriété que pour avoir le plan langent demandé, 
il no n'agira que .démener par la droite (Kg, n'g), un plan langent en 
(n, u')à ii surface donnée; or ce plan pasaora par la tangente (ni, nV), 
menée en (n, n") à la diioetrice (mnpij, m'rfp'); cette tangente perce le 
plan borinmtal en s : donc la trace horizontale du plan cherché est. In 
droite kl. 

En menant par le point (g, g*) une parallèle (gr, gV) k la tract Ai, cette 
parallèle sera dans le plan demandé, elle percera le plan vertical en un 
point (r, r 1 ), cl la droit* r'/', menée par ce point el par le point f, sera la 
trace verticale du plan tangent cherché (Ai , iT }. 

a83. Nous ferons ici une remarque importante , c'est que lea traces Aj, 
/f, du plan langent, sont tangentes en A cl auï traces akeb, itUlu, de 
la surface donnée. En effet, ce plan est langent en (*, A") et(l, t), h celte 
surface (381); donc il passe par les tangentes menées par ces points auï 
courbes planes akch , JCui (,/ l7 ) ■ nuk ces tangentes sont situées dans les 
plans de projection; donc elles coïncident avec les traces respectives 
h et t>t. 

Nous conclurons de là que lorsqu'on sait mener une drcjile tangente 
en un point (n, n') de la directrice d'un c^iïudrc, on sait aussi mener 
des tangentes Ai, iV, ans Iracos do ce cylindre, pr les points (*, If), 
{/, T), où. l'élément qui passe par le poinl (n, n') perce les plans de 

38 I. Si la directrice de la surface donnée était dans le plan horizontal, 
ce qui arrive 1res communément, celte directrice et la trace alic no feraient 
(jumic seule et mémo conrhe, elle plan langent se construirait avec beau- 
coup de facilité; car avant détermine l'élément (gk, g'i'), qui contient le 
point do contact, il ne s'agirait que de mener par le poinl A, où cet élément 
rencontre la directrice , nno tangente Aï à cette directrice, pour avoir la 
trace horizontale du plan cherché, et par suite ce plan. 
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onc le plan P (i45) sera tangent au 



Kl don 



inencra ]adrnit<:(nu,i/ti), tangente à la courbe (mrnl, mVn'); cette droite 
sera dans le plan tangent en (n, n') a la surface donnée (.47), on, ce qui 
revient an même, elle sera dans le plan tangent à cette surface tout le long 
de (JH, lV), c'est-à-dire dans le plan tangent demande : donc ce plan pas- 
sera parles droitesfu, nV), («a, n'a'). 

Ces droites étant connues , il sera facile d'en déduire les traces hg, g\>, 
de ee plan. Parmi les différens mojens que l'on pourra employer pour les 

met(j, s 1 ), la droite (sv, iV) parallèle à la tangente (nu.n'ii); on a déter- 
miné les points d et où ces de. « droites (."■, tV), («m, n'u), percent le 
plan vertical, et comme elles sont dans le plan demandé, on en a déduit U 
trace hV de ce plan: on a prolongé itlN- li-:uv jusqu'au point goil elle coupe 
la ligne de terre; par ce point et par le point o, où l'élément (su, jV) 
parce ] c plan huriiontal, on a mené la droite g* , et l'on a eu le plan cher- 
ché Cgi, gS). 

a8y. Si I on donnait la projection horizontale d'un point du cime , et 
qu'on demandât le plan tangent en ce point, il faudrait d'abord chercher 
point donné , et le problême se tn 



par le sommet (j, 1') et par ces mêmes points deus lignes droites, et ces 
lignes seront les élémens cherchés. 

ago. Le plan (gfi, eV) touchant la surface donnée tout le long de l'élé- 
ment iudélini {.t;j> s'il'}, il i-u iv-ulli- m- ]\,m muti,. 1111 plan quelconque 
dans l'espace , ce plmi .■in|iit^ In dn>i1<: (.ii, /n') en un point, la surface 
conique suivant une courbe passant parce point, et le plan (g*, g|/) suivant 
une droite tangente à cette tourbe en ce même point : car la tangente 
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devant être o la lois dans Le plan tangent «I dans le planée la courbe, clic 

S! l'on prend les plans de projection pour esemples, nu verra que le., 
droites gh, ge', m* l:m K etilrs ans \ma:-, de la mi ï:a:c donnée, et que le 
point de contact de la première de ces droites est lalracc lioti/iiiitale •■ de 

situe hors du callrc, ainsi qui: la trate veilitale <lc la mli'lacc donnée. 

agi. Exérathm iln ïépuiv. I.e ei'me &1 rquwarilé par les projections s 
et J 1 de son somme! , pir sa tract !.o: ijoatalc , par jiliuniïurs positions de 
sa généralriie, parmi li;si[iii:lli;s un diul l'ciuai i^uirj- telles qui servent du 
contours aux deux proj tel ions dii cime , et enlin par les projections de la 
directrice {[85). 

On suppose la nap:>i: i ri l': : L-ii u: 'r'LUlnli:^ |ilan Jioli*orital : elle Cil 
évidemment au-dessus du plan tançai! el eu aiijen- de ce plan. 1-a nappe 

plan tangent et en avant do ce plan. D'après cela, la nappa supérieure du 
cône n'est pas vue en projection horizootalc; donc toutes les ligues qui |a 
représente m Jolwili ."■ r n - [iiukiIuli. 1 - , lni[> I'i : Ji:iiilj]1 de i oji tact j.r, qui est 
ilans le plan lanfa-nl, e[ qni |iai m: pi-nl ."■ 1 1--; cache par te 

plan. Il en est de nu'niif île la nappe inlëi irui'e tri |irojecliou verticale; 
looks les lignes qui lui ,Ji>jiai!in-niienl mjiiI i.ni-rrpieiinnent ponctuées. 

Quant auK nappes silure:. ;ii>il..,>n^ ou .ai :,\ anj dn plan langent, voyw 

Il ne reste à parler que des traces gl, sy, de ce plan : or, il est clair que 
la première est cachée par la nappe inférieure du ciinc, cl la dernière par 
sa nappe supérieure ; donc les parties de ces traces comprise* dans les auglcs 

qu'à La ligne de terre, doit être marque par des Lignes pleines. 

jfjî. FnonLr.Mr. 3. Étant iknncs l'axe (I, ITj a la méridienne 
principale (VN, V'LMY.M'L') ifunc >,i,f„ct -/<■ wJnlian , mener un plan 
langent il l'etlc surfil, r- y.:r nn ,/■■ .rj j"n<f> iLi/l !.i />:vi/eWt>i'i )inr/:>riifnlf 

Il s'agira d'nluinl di- drler.mncr la pmjei lion vcrlic:.Ic du point de con- 
tact. Et comme ta méridienne est composée île dem parties £VR',V'L>'), 
■(YN, V'L'N'), qui oui même projection horizontale, et qui sont situées 
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fil. I. DES PL. TANG. DONT T.F. PDI.TDBE COMT. BOT DONNÉ. 107 

l'une an-dessus de l'antre, il est évident que la surface donnée est irai ri 
composée de déni priiez qui ont même projection, et qui contiennent F ' 
chacune un poi ni projeté eu I'; il'iin il suit qu'il y a (loin points de contact 
corresp<indaus ans données du problème. 

(P, /y'), laquelle est ioul eritlew^ompriTdans le plan méridien OY. Or, 
amenons ce plan sur YN, en le faisan I tourner autour de IWfJ, l'I"); le 
pied P dq la verlicile (1'. /'/'') 1'™' ^' ™' dunl 1b cu " ,re 

est en 1 , et celtp «rrlirale viendra par romequen! en (1! , mm'). Mais la ..lé- 
ridieunc Oï viendra coïncider aveu (VN, VI ,N '],'); d'où loti voit que les 
points (M, M'), (M,ïtO, •éroDtcommnra à la verticale et à la méridienne 

(I, IT^pour les ramener dans le plan OY ■ ils 110 sortiront pae des plans 
homnntàuï qui les ri.nl tell ne rit; Juin-, il leur retour dans leurs positions 
primitives, ih àuroul h-111-5 projetions verticales sur lus droites HT', M"P", 
menées par les poinl- M 1 ' i:t M' ]i .liil KrSirni.nil à la liu;:n- de terre; dune ces 
projections seront en P cl 1™, car elles iloncu! être sur la ligue ~fjt : donc 
eniin les points (!', 1"), (P, I"), seront les points cherchés. 

co soit par le premier (P, F) de ces points qu'il 




au cercle UXMP. I.a tangente ehc 
(PS, FU'), laquelle priée le plan vertical au point S'; et puisque cette 

fîa drdte (TS, FU 1 ), suivant i=.. , ■ i.-IL.- il r.mpe U-. plan l.oriioiilallJ'M 1 '; 
donc sa trace l.ori «111 laie sera une droite parallèle à PS. 

Pour" construire «■11,- droite . ii rions 'Hltiv:i lIVii voir u.'[ point : ' e point 
va nous être fourni par la tangente en {P, F)i la méridienne OY. fone- 
nons cette méridienne dans le plan VN, on la Élisant tourner aur l'ave 
(1, CI"); elle viendra se placer en (VN.VI.VI/), et le pointfT, F)en (M, M'). 
La tangente eu(P,P'), amenée dans le plan VN , sera donclidroru: (MQ, 



M-'Q"), tangent!! en (.M, Wj à la nHaiilicnne niimipale V.\. Cette tangente 
■ perde lu plan horizontal au point (II, qui , ranime dans le plan Oï , 
vient se placcrcnR, sur l'arc de ceuln (JK , décrit .lu point 1 comme centre 
avec le layon IQ. Le point R est donc celui on la tangente en (P, F') à la 

Donc si nous menons par le point R la droite UT, parallèle à PS, pnii 
par le point T, où RT coupe la ligne (le terni, la ilmile TS', passant par le 
pointS', le plan (HT, TS; sera le plan tangent cherché. 

le plm langent en u.i point ^P, P') d'une sur/ace quelconque de révolu- 

lion , e.l ou:- pcTpcndicLilair.: ai] plai: rrlL : ri^l:i , :i 11' en :rr s pondant L le 
point. Eu effet, le plan langent contient la droite (PS, P'ij'), tangente en 
(P, P') an ceitlc (l!XMI>, L-'M') île la surface; or, cette droite est perpen- 
diculaire au plan 1P; donc, etc. Cette propriété s'énonce ordinairement 
aiu*\ : L" s<<:i<.y.':d .■ ■ ,' / v' p /: à ,■ ,'n ' <<u plu/i /'/<rî<n.:t i ■iir-..p. m. r',:'.'. 



On voit aussi que 1 ave. de ni' ni ni ion •:!.'nl -appini M;rtieal, la trace ho- 
rizontale du plan tangent sera toujours perpendiculaire a celle du plan iné- 

Enfiu, il est évident que si par une tangente quelconque à une surface de 
révolution, ou mène i:i [i!l.:: p." nei.dk ulaire au plan méridien passant par 
I c point de conlael de li Ile !anyn L i- . le plan niée :eia tangent à la surlace. 
=g5. E.xmslii:i, ili: l'rpuiv. I.e plan ileniajide (KT, TS') étant situe au- 
dessous cl en arrière de fa -ni l'an: ilonuee , il , n i Jsul Tl- nue les contours 
des projections de cette surface sont vus. Quant auï traces RT, TS', elles 
sont vues aussi, saufles parlie. comprise* dans lu:lérieur des L'gnes VOSY, 

396. Problème 4. Èlant donnés l'axe (1, IT) dune surface île revo- 
lulùrn, etuneli»ni' i/if:lt;-:r/iir (OMN, O'JI'K') qui en soit la gëncralrice, 

lion honwAlale P mil connue. 
Déterminons d'abord la seconde projection de ce point. Four cela nous 



décrirons du point l comme centre, avec le rayon 1P, 1111 cercle PmM: il ™ 
rencontrera la courte (IMS™ ilir-. puinî-i M et m; cl il csl clair qiic dans la 
génération de la surface, les points (M, M'), i>i, :::'), <!>= (OMN, O'M'K'). dé- 
criront des cercles liorijotiUnn ;\1pji1', MT), (Mj«J\ ™T% oui auront des 
points (P, P'), (P, H. situÈ daus la verticale 1' : dou il suit que le point 
de contact donué sera l'un de Ces points. 

Contentans-nous d'opérer sur le premier (P, P'). 

397. te point, ramené «ill- h, gc'nrralriee, c..,n[ en (M, M'), «OU! menc- 
rons, par Ua points M et M', 1rs tangentes MT, MT', aui lignes O.MN, 
O'M'K', et nous a n mu-; h, Muante (MT, M"T) lia courte (OMN, O'M'N'). 
Cette tangente percera le plan horizontal en un point (T, T 1 ); et si nous 
imaginons qu'elle se meuve eu même temps que la courte (OMN, O'M'N') 
,,11-u,,,- ,h : iIim: (!, IV), on Terra que dans es mourraient le point (T, T') 

correspondant au point .11, M;. J'nec purrion l'A Je la circonférence 



eoi. Mais cette Iini^cni-.- Cot ^kiïuc c.an' li: jiLiu 1:,:ie.e:;' demande ; donc la 
trace Lorizontalc de ce plan passe par le point t. Et comme le pian langent 
est perpendiculaire au plan méridien {l'y',), celle trace sera la droite fr 
menée par le point / perpendiculairement à I*. 

Maintenant, menons par le point (P, F)uue horizonlale (Pj, P'/), paral- 
lèle à (r; cette boriuititiilt! sera (ter. le plan langent; or elle percera le plan 
vertical en s-, donc la droite r/ sera la trace verticale du plan cherché. Donc 

aç)8. Dans le proldèmc précédent, nous avons déduit le plan tangent de 
la tangente à \-: rriei iillerine ; rel:[! Cl lime; domie II: iii.nj l ■! de déduit.- i-.:He 

tangente du plan langui, ea: clic est l'intersection de ce plan et du plan 
méridien (i5a). Si donc on veut avoir la tangente au point (P, T) de la 
méridienne IP, on mènera le plan (If, fï'), tangent en (P, P 1 ) à la surface 
donnée; ce plan coupera le plan niériùii'u IP muhihi h droite qui passe par 
les points a cl (P, P'), et cette droite sera la tangente cherchée. 11 est clair 
que si l'on amène la méridienne 1P dans le plan Iî, parallèle au plan ver- 
tical, le point u venant se placer en (;, ;'), elle point (P, P)cn (n, h'), la 
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17.! ^MÛ-m-ïk {:,,!, LL'},.,;iui 4Jr «■[(.: .„;«,,■ i,..^:,.!,. ,„ f r.™,« ( a vuitpi 
ilp b ligiii: W7/; 1 iiras lr plit) t.nijîiel.i |».rlii- ,1c c.;ttt lijjni!; il en soi 

au pointu', puur ctrr vu iuMiu'cii 1,', .le .«.rv .[■l'il ili-.i.i i";:*r: [i .nnlui: njur' Ai .V L. 

L» cercle! (HÏHT, Jl'lV; , {ÎU'M'L, E*l!'), 01.nl , ir prriiii™, le vilus Je 11 

face, cl le vomi, U: iii..I:i. .'ilnu: . i]|-.kL<:i R'E'. R' li'. LMr.iàorit nu 

"Nl pr(.j.-;H.in • ..ti.-iV , :U H L .mi.n ; ■■! I , i l ,t..|-r;illc c. mpril entre CM drcplltl 
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Itniii [n r Ira ilnu <lrr..i-r:T :■!.!< Il' /.'H'. M'C If. IVpuis la mml* rVS'R' )uu] 



ïr>6. PKOBl-ÈUE G. Mena; jinr un' /«tint ,hinw d'un hjpeiiolaîdc de 
r.\'<,tu!wri ù um- r.v/'/v . uu y!,;u /■j/.-rvtf u refît' surface. . 

Soit (I, VI") l'aie de révolution, ( G1I, Cil') une poiiliou '[uekourjuc 

point (V, /} de ('gii/gH'). P P 

. Le plan langent eu ce point passt,:, [i;u ltltM.uH (GH , Gif), et sera 
perpendiculaire an méridien 1S,- d'nii l'un mil qu'il aura pour trace ho- 
rizontale la droite GK , menée par le point G perpendiculairement à IS. 
Quant à sa trace verticale , il serait facile de la construire ; mais muni 
elle est hors de l'épure nom ne nous cil occuperons pas. 

507. Suppasuns qu'un Mire du point ;■, /) un ail choisi, sur (G]I, GU'), 
le point ((, 1') pour point de contact : le plan tangent aurait été perpen- 
diculaire au plan méridien IT , et il aurait eu pour trace horizontale la 
droite GL perpendiculaire I l i:l. ].i^-inl par le point G. Il suit de-là 
que -i l'on fiiîl mouvoir k' poinl de contact sur un élément quclcou 
( GH, G'H'J , le plan méridien du point mobile changeant à cliaqnc 
stant , il y aura, pour chaque position de re point , un plan langent par- 

Ô08. (i; résultat est fort simple et fort eiactj cependant il parait d'or- 
dijuii-^ f iûr;ji]o^.-il aux commençons, ils s'imaginent que parce qu'une sur- 
face gauche a pour o ni-rjiri. t uni- «Ijoiie, comme les surfaces coniques 
et cylindrique* , h. plan l.'.ngent eu un point d'rni élément 'd'une surface 
gauche , doit jouir de la propriété de toucher cette surface tout le long 
de cet élément. Mais cette propriété générale appartient ejelusiiement 
au* surfaces développai)»» , et c'est une errent que de l'appliquer aui 




DigitizGd by Google 



qu'elle soit représentée complètement , mm* jvîhis i-fnslruit (aoo) les 
dcu* brandies (ew, eVar'), (Fco, FW), de la méridienne pira- 

A la simple inspection, on voil que lu plan tancent (ABC1), AltCD 1 ) 
passe au-dessous cl au-delà ik' l'mUr In [io; tÎLii> .j. .-uriace située entre les 
élcmcns (GK, GK), (Kl 1 , HT); ainsi celte portion de surface doit 
être yno, sauf les p^rùcs ou dk se cickc elle-même. 

Ïi3. Eu projection horizontale , la zone comprise entre les cercles 
( jQlbH, aV), (vec/i, vc'), laquelle se projette sur le plan vertical 

te parties ( P Q î r, / iV- , 'M^. d« triangles ( GiK , GVK^t 

(jPH, /FH'), se Inmvc.H Ciid.tcr ; ks élémens (GH , G'H'), (KP, K'P'), 
quoique situes dans II- phn J ." ti^lti I r -Dnl i.n coïK.lijijelice pondues de p 
eu a et de J en n. Au-drliors du n-clan^k AllQl, lu plan tangent no 
cache plus aucune partie de l'hypcrlioloido ,* il est donc vu, sauf la 
partie cachée par la zôue supérieure au cercle (vaeh, J<t) de la 
gorjse. 

D'âpre :?la, , , I . ; .) s! elle «t au-dessus 

versent le triangle ..TH. M ,-,-\w ,-.<. .„i-,k,-,>L du cercle (mcA, 

</<! ) , comme celle ( rkmb , t'ai ) , elle sera vue dans l'angle GiK et au- 
dehors du. rectangle ABCD. 

Four le plan tangent, !a partie GK de sa trace étant dans l'intérieur de 
l'hyperboloidc , elle doit être ponctuée. 

5 1 4. La projection veiïk;,k pre.-ctiliTa moins de difficulté. D'abord 
toutes lus. parties île Thypcrboloiik situées au-deLors du j^r.ilkki^'.-mjnr: 
A'B'C'D' , ne seront pas cachées par le plan tangent , et parmi celles qui 



îi5. Problème 7. Soient ( AU, A'B') , (CD, CD') la rZntr droites 
directrices tfiiH paralolttiik hry.tilaii.pn- : ipo; le plan vertical 

j>"vb de plan directeur , n. h- point (n, n' 1 ayant été pris arbitrairement 



CH. I. DES PL. TA HO. JJOST LE POINT DE CONT. EST DONNÉ. I ]5 

tur un Sèment quelconque ( MN . WN') (*), prayrajom-iBitv de ramer uh 
p/.i» tangent pur ce point. 

Un n-mnini!c;-i que 11 pr,:i;>oU>i<k' hj |vi!«[irj!tc ./tant ,;i-.rv;ii : lik- il i- i-.r 
engendrée de deux manières par une droite (aî^), la surface donnée à un 
second élément indéfini qui passe par Je point (o, o'), et que OBt élément 
et l'élément (MSI, MW), étant eux-mêmes leurs tangentes (278), ils 
sont l'on et l'autre compris dam le plan lan-jeiil : li'où il snilqu* le ulnu 

point (o, o' ). Pour cela nous mènerons d'tbord un plan PI} (wrnUele au 
plan directenr : il coopéra les directrice,. 'AFÏ, A'Fi'\ (Oit, CD') en dfOï 
l»ints(P,F),(Q,Q'). et la droite (l'Q, l"Q') sera un second élémenl 
de la première géiiéinlicm. Prenons le- Jléiueiis , M'.V), (l'Q, f"Q!), 
pour diriger la seconde génératrice. .Vm.î savons ,'ijÎJ que le plan direc- 
teur de cette génération sera parallèle aux deux premières directrices. Si 
donc nous menons par le point (n , n') 1™ droites (<,/■, n'A'), (oc , »V), 
respectivement parallèles à (AP., A'It'), <C.n, CD'), ces droites déter- 

done il contiendra l'élément cliercné. Mais le plan PQ tontient un point 
de cet élément, puisque ce même été.iieiil s'appuie sur (PQ, 1"(V); donc 
ce point est sur l'intersection flu plan l'Q cl du plan crue déterminent les 

rencontrent celte iulertectiun cl l'élément ( PQ , FQ*1. 

Or, les droites (ni, a'Ù), {oe, o'c') percent le plan IwrUontal en h et c; 
donc be est la trace du plan, parallèle, aux deui prcmiei-eH di rec tri c e*! 
mené par le point (o, o'). Menons par ce point la droite (or, oV), parallèle 
à te; elle percera In plan PQ en (f, () : Ar le perce en(r, r 1 ); donc la droite 
(ri, r't) sera l'intersection du plan PQ et du plan mené par (t>, 0') paral- 
lèlement aux deu* pn Tiiii. ru- ^^i -n ti i^..--.. t.'e^ti- eclion coupe en (e, 
l'élément (PQ, P'Çf); donc le point (e, é') est celui où l'élément eber- 
caé touclie la droite (PQ, PQ'): donc enfin cet élément est la limite (oc, oV), 
menée par les points [o, o') et (f , r> 

Si par les droites (MU, M'W), (or/, o'e^ on mène nn plan, ri sera donc 



O L'(Iémc.,tCMM,ln'rl').éMTr*>hi1vle™nl. 
irheure l'élément (PQ, fQ'). 
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B, DONT LE POJHT m CONT. EST DONNÉ, lig 



.. -trticilc aç'.dii infrae plan , n'ai Cvidcmoionl ™ qu'.u-dchori de II projection de U nu - 
'■ face eonnéc. 

on n uiibVi» 

3aG. Problème 9. On i/minc iej ta droite (AB, A'B'), (CD, CD'), 
(£F, ET), directrices dun hjperbolaïde à une nappe, et L'on demande, 
!", télénient (mn, 111 n" ; '/ni pute pur un piiiiii (m, ni; de lime des direc- 
trices données,- a". /.■ pliii (OU, ST: tawn! Ilnp'-rMoide en un pohd 
(P, V) de rélêmnt (mn, inWJ. 

Pour avoir l'élément' demande , nous appliquerons le procède eiposé 

triée (CD, CD 1 ), est une surface plane; d'autre part, que la surface proje- 
tante de la troisième directrice n'est autre chose qu'un plan vertical AB , 
les constructions à faire se réduiront aui suivantes. On prendra , sur la 
droite (C1),CD'), deux points quelconques ta, ,é); (,', c'); on mènera pr 
ces pointa, ut par le pui'iU'"'. '"'), li-. ilmili-. [ma, m'iï), (me, m'e"); elles 
perceront le plan vertical AH cil deui points (e, r.'), (:", 1'), et ces poiuls 
iuflirontpourdélcrmëi::: l'interscilion (ri, e'i")du plan projetant AD avec le 
plan meuc par la directrice (CD, CD') et par le point (m, ni), La projection 
verticale t'i, de relie intersection, coupera la projection verticale A'B', de 
la directrice (AB, A'B') , en un point ri, dont on déduira le point n,' et en- 
suite l'élément cherché (mn, m'n'). 

nt par lequel il s'agit de mené, 
lonncc étant susanilililc ti'éiiv 
icnt d'une Kgrwdroile (ia8) , 
i\ pissera par le point . i', l' | 'li'ii. ^Ii-njir'r-, r^de '.iJifncc compris dans le 
plan tangent de ma udé (n-i_))..Or, (mn, eiV)est l'un de ces élérneiis; donc, 
si noies construisons l'élément de Ni seconde fjiiijéiHiiuM rurrespoudanl au 
point (P, P'). nous Mirons deiu droite. |u détermineront le plan tangent 

Mai* pour cousIili.i elénieiLl de Ni ..-inutile ^cm.'rrdion , il faut d'abord 

connaître trois élément île l:i j*r-i.-jiiii.-a (j ; [H Cnon^ itn;ic sur la directrice 
(EF, ET'), deus point! quclcnrujiie- if, />'), (r, r), et menons par ces 
points, au moyen du procède employé plus haut, les élémens [pij, p'if), 
(r.i, Kr 1 ), qui avec l'élément (mu, n/n ;■ pî.urit.nl -ci-vir de directrices à la 
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seconde généra lion. En menant par Je point (P, P')unc droite |PL, PI,'), 

néi-alion iju'il s'appssalt d'ootenir, et le plan cherché sera celui des demi 
(,„„.,„■,!■), <VI.,V\f). 

1^8. Si Ion veut avoirs Irace-, ou re.naripicra nue l'élément (mn, raV) 
perce h plan lio ri coula) en {) et le plan veilical en T;ou prendra îur 
(PL, F'L') un poinl rnicicouquc (M, N'); on mènera p.ir ee point la droite 
auidiairc (SJl, N'Il'), parallèle a (mn, mV); elle -cra dans le pla.i de- 
mandé, ainsi 1m traces 11 .1 S di.'fiMl, Ml apparlimdiuot à miles de ce 
plan : donc enHn, (QT1, ST) srn. le plan cherené. 

Si l'clémunl (PL, FT^ue perçait pas les plans -le projection en dehors 
fin cadre, oo o'aurait pas retours à la droite amdiaire (Ml.N'EV), parce 
qu'on obtiendrait immédiatement lus I races de (PL, P L') , el qu'on en dé- 
duirait les IracesQR.ST. 

Celle droite auviliairc (NU, NTV) a Ht choisie de manière à percer les 

[ultérieur .lu cailiv; ni;-;. il r,-,„lle .1,.- 1;, ,p„ : 1,- ,!,■„, l-jinls P. et Q.sonl 

Pour obvier à cet ilicouvénCt.on a mené par le point (11, L"), de (PL, 
t"V), unedroite^ V, L'Y ) parallèle à (™, m«')i on a déterminé lepoint 

.lroitcHQ, on 'n pn mener celte droileavee csaclitnde'. 

/;.].-, i'iifnui A'jum'. Nou.s n'avons pas représenté en ligues pleines 
les traces du plan demandé , pane qu'il aurait fallu, pour counallre les par- 
lies vues et cariiez i.k' di lire [ri ers, entrer dan- qurlipurs détails rpie le lei> 
Ivur .suppléera aisi-jni'nt- Pour ceiit.r ans-] ilvs rediti rïies étrangères à nuire 
objet, nous nous -i.jniiiir- diipiusé de représenter E:i siir[jee donnée. 

\oits verrons plus loin (ÎSli) que i.i l'on donnait le point do contact par 
« projection liuri/.nnlale ? , il serait av-c" .le déduire, des Irais directrices 
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Nous mènerons une suite de plan* of, S*. "ci parallèles la plin -ertical il» pro- 

PKlion; Happeront lei dircctriuci mirant les point. J)ct (f ,£.'), t*,*') et(A,V), 
(£,£') <i (f,f) ele-imiu. mènerons put «s points des droite» (ag.a'J), (ii, t'A'), 
(ei,e' i') > etc., cl ccs'1'..it'-- prient é h i 1 1 rrcm.: n t dei clûmcns de la surface gauche. . 

Ce^ éléiiiejn i.lilMiui , n-Lr-.i. |:,iv li- L ,n!jit M une droite iTuelaonoùe piïïs; on con- 
cevra par celte droite im plr.n i.'.lic.il , et 1 V.n déterminera Ici pointi (n, n). (o p o'}, 
- tP>pl> clc '. suivant lesquels il coupera Ira éferacn. représentés. Par CCS pointa, on fera 
juii-f :,ri" rmiïh;(.'M., «Vr/nVV), rjui ara esiilemmcnt l'iiitm«tii,.'de la surlicr. 
pauclie cl du plan verticsluMr Mais le point de contact cherche est a la Lai» sur In surfers 
donnée cl dam [e plan r,M, , donc il a sa projection verticale lur «•> j'rV i dont li l'eu 
ri i. ".- 1 1 -_■ | c li- i.. :! -il M une droite HoT, perpendiculaire à la ligue de terre, elle coupera la 
lonrl*' nV/i'/rY en lui ].. int M' '|iii l.i |ii..j T dion verticale rrirrespontlante au noinl 

". '.V; . i:', in' r . r M «1 cla^r qutn n^narT^T cJ'r^in^îTdro^ (M. *' B"! ,W» 
droite , .cra uu élément enlicn.-c.cut conteoo dan, h plan langent oW.dc, car cet clé- 
ment passe» par to La j • l k 

l'èréincnt tAJS, A'sVJi et je dis nue ce paranoluidc et la jurjùcr gauche générale se lou- 
cheront tout le long de cet élément. En effet, la courLe(or/, "'c'J') et la droite (AÇ.VC) 
ont nncléineivtliucuiic commun eu Ire elles; lu courl».( î iej, ( ; , rm')cl li droite ÏdD.D'DT 
ontouiii un élément liniiu.e «Huuiiin entre elle.; Jniir, [ .i-,iil,.,il une II génératrice K 
meut iur la «limen! libère» inlWmml petiti (A.i'J, (B, B), la petite aune qu'elle 
ciujcndre appartient aussi Lien , lainrf.ee gauche geitcrile qu'au parabolosde; donc «■ 
detii surlscei ittouelicnt .;ui.,. 1; i :ct te petite nii.c : .loncetiLn tout plu langent a l'une 
de ccisurfaec,, mirant un poi ni de l'élii nient (AU, A'B| , est ainsi ungent i Pautre, 

Usait delà que pour avoir le plan tancent demande h il mllira de mener par le pelait 

(M j M 1 ) un plan lauccnt jji ln'.M: r._>-p-,l.oll.[ui! ;"tc i[ui cil tri proldW (Jue nous 

laiouaréwudre [3fi") et Auquel ilserjit m^ht.Ih .1 r non. ..il.' :, r iei. 

i33. Lu plan directeur étant choisi, comme nous l'avou supposé, po*r pLanvct^ioal'de 
nroiection ,on pourrait se dilpenser de construire la ligne nV/eirV, pour froarer la 
projection vci-liealo J,'du pniut (M^ M'); car le point M eUint donné, le plan 4.B, qui 
contient IVIém.Mit de !;. iuri.revji- i,.,,;*! ( ,t rjI.M'], l'cnsnil oto-aiii-emH, cet ilé- 
ment l'aysnit aussi i a l'on en déduit aisément le point (M, M'). 

Il n'en aérait jiai ainsi dans le os oit la piandinecleur ne serait pas ondule m l'an dt> 
plans de praiaclion. Oni^ail.U^.U;,.; J : ,ni-,celanuirolj t em»oomiT>™M 
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CHAPITRE il. 



Des plans tangens menés par un point donné au dehors d'une 



544, Problème ''*■ Par un point (A, A'), donné au-de&m doue mit 
jure, cylîruliiijiii: ctiimuc, miner un p!im /,i:tgrnf 1) eut le surface. 

Tout plan tangent à une surface cylindrique passe par un élément de celle 
sur&£0 (179); donc « l' on m èue par le point donné une parallèle à la gé- 
nératrice de la surface donnée, celte parallèle sera tout entière comprise 
dans le plan (angeul demandé. 

Soit donc abc la trace horizontale du la surface donnée, et (MN.M'N'), 
la droite parallèlement à laquelle se meut sa génératrice; nous mènerons, 
par le point (A, A'), la li S i.c (CAB, C'A 1 !!':,, r.ir.dk-le à {UN, .M"X'); celte 
droite percera le plan horizontal au p-iint 11, et m nous menons la droite 
Bo tangente cofl,a t.. trace y. Ji-ipi^ lu pla:i <|ui passera, par celle lan- 
gsnteet par le point (A,. A 1 ) sera le .plan demandé. Ën effet, car la droite 
(AB, AU") étant p:iratli'-ii: aiit éliWns dij la surface, ce plan contiendra l'é- 
lément (ni, aï), mené par le point (h, d) où se touchent la tangente Bit et 
la trace abc; donc ce mime plan touchera la surface donnée en (a, a - ), et 
par conséquent (a6i) tout le long de l 'élément (al, oT) : donc il sera le plan 
tangent cherché. 

Connaissant la trace Bn de ce plan, et un point (A, A'), par lequel il 

passe, on en déduira a îsémt'i il sa tr; verticale ; d'ailleurs celle trace passe 

nécessairement par'les points (C, C) et (/, ,"), où les droites (AB, AU'), 
(ai, a'!), percent Icplau vertical : donc lcp!an(aB, CY) est le plan tangent 

345. H est clair que ce problème aura autant de solutions qu'il jnura de 
tangentes à la courbe nie menées par le poinl B. Dans la figure, n&rcstun 
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cercle, aussi, dans ie as pris pour esemple, le problème proposé s-t-il 
deui solutions, dont une seulement a éle construite. ' 

ExéaaHmée t'épure. Le cylindre donne cal représenté par ses tract! 
et par les éléniens qui servent de contours à lune et à l'autre de ses deui 
projections. Ce cylindre est entièrement caclie par le plan langent demandé 
(aB, CO; doue toutes les lignes qui lui appartiennent, hors l'élément Je 
«muet (oi, a'O, qui est dam le plan langent, doivent êtru indiquées pu 
des pointa. Quant aux droites oB, Ci", ai, a'i' r elles sont évidemment 

5^7. Problème a. Par un point (A ; A") tkmné au-<lchon a~un cûae 
dont le sommet cjI (S , S') , et dont la trace larizonlale al la combe aie , 

Tout plan tangent à une surface conique devant passer par on des élé- 
mens de cette surface (27 9)', il roulieril in.'i:tv.nin'nii-iil,.L>n snmmet ; donc le 
plan demandé passera parla droite (AS, A'S') : donc la tract horizontalu 
de ce plan passera par Je point B, et sa trace verticale par le point C 

Menons par le point B la tangente oB a la trace nie; je dis que le plan 
que déterminera le point (A, A') cl ta droite «B sera le plan demandé. En 
effet, ce pion contiendra l'élément («S, n'S'), correspondant au [mtnl de 

où le» droites (AS , A"S'), [aS , n'S'), percent le plan vertical /Inusi ht traces" 
du plan demande seront les droites aBD et JVC. On suit d'ailleurs, parce 
qui a été dit précédemment (190), que la trace Da"C' sera tangente en (Ta 
la trace verticale du cùoe. 

Il est clair que si l'on mène par le point B une seconde langente à b 
trace abc, elle déterminera une dtmième solution du problème propose. 

Fxrcuti/m de Cépuiv. Ïjc cylindre donné, est représente' par sei 
traces , par les elémens qui servent de contours à sea deui projections, par 
vfmmit, 1:1 [..-*!■ IVI^nnint ■!'.- 1 i',,S ;' r I,a nappe inférieure 

est, par rapport an* deui plans de projection, derrière ou sous le plan tln- 
geuti donc les lignes qui lui appartiennent, hors la droite («S, n'S) qui est 
dons ce plan, doivent ilre ponctuées. Quant e la: nnppe supérieure, elle est 



128 Ll VUE: III. TLANS-TANgESS. 

au-dessus cl en avant du plan tangent, par rapport am deui plans do pro- 
jection; ainsi la détermination des parties pleines cl ponctuées- de cette 
nappe se fera de la mémo manière que ai elle était isolée dans l'espace 



sans qu'il cesse de passer par le jniinl dnnné; il est évident r|ue le plan mo- 
bile satisfera dans toutes ses positions au problème propose': donc le nombre 
de solutions de ce problème est hiliui. 

Considérons deui positions consécutives du plan mnbilej elles se coupe- 
ront suivant une droite qui <era la uarnetéristiq l'un ci'jlie avant pour 

sommet le pniut donne , uirconstell à la sphère donnée, et touchant celle 
sphère suivant une ligne [lariiiiiilii-r- , qui csl lu Heu dus points de. contact 
des diverses positions du plan mobile, et qu'on appelle la ligna de contact 
ou courbe tic contact di '.''>nu t et il^ h. :].lj..re donnée. Or, il est 

tisfait au prollK prO] Il ] a 1 courbe de contact en 

question est une espère de lieu cjni réunit les Mil ni [uns de ce problème , et 
qui fournit le moyen d\-., avoir n„e quelconque i, volonté. D'après cela, il 
conviendra du savoir construire celte courbe, . 

55o. Pour la déterminer, on mènera par le point M une suite do 
plans vertiepuv. ; chacun de ces plans coupera la sphère donnée suivant 
un cercle; on mènera par lu point M dum tai.ujunlus à ce cercle;, on. 
■déterminera les points de contact de ces tangente», et par ces points on 
mènera une courbe qui sera évidemment la courbe de contact cherchée. 

11 est facile de prouver que celle mni liu sera tin-nlairc ; en, clîcl , les 
données qui la déterminent consistent eu un poinl M, cl en une sphère 
connue : or, concevons par le centre Cdc la sphère et par ce même 
n.i:;! Y, n::e li:' iu droit.! «Ci les données se Irouveront déposées de la 



tien; donc la lieu des points de contact de la sphère et des plans qui 
résolvent le problème proposé est une ligne circulaire. . L . 



lions d'indiquer; les problèmes ci-après las feront suffisamment connaître. 

55i. FnoULÈ.VL Pi-r un point donne i;cr: ifi-ne surface de ie\"i- 
littion, mener un plan langent à celte surface. 

Par le point donné, que nous nommions M, menons lin plan ami- 
liairç P, coupant la surface donnée, et construisons son intersection p 
avec celte surface. On pourra mener de* langer Mes a cette courbe; car 
CCS tangentes ne seront autre cl:o<c rpie. Ici inluractions du plan 1' 

et .les plans tangens à la surface de révolution, mènes par des points 
donnés de cette surface, plans tangens que l'on sait construire (açjî). 
Donc on pourra , par le procédé exposé u" lai , mener par le point M, 
situé an dehors de la section tp , une tangente à cette sectionj Et obtenir 
le point de contact t] du cutlu languir!. Concevons qu'on mène par re 
point C un plan lardent à la surfis île révolution , ce plan contiendra 
la tangunlu SIC; itotir il ciiniîujjilra le [joint SI : donc il satisfera au pro- 
blème proposé. Or, comme il y a 11:1c iiriruité Je plans comme le planP, 
lu prolilOme aura en général un nombre infini de solutions. 

55i. Si l'on suppose qu'un des plans qui résolvent ce problème tourne 

serde passer par ic point M, il engendrera une enveloppe conique , ajaut 

que le pointile contact Caura occupées dans le mouvement du plan tan- 
gent, et qu'on appelle ii. -ne ou courbe Je. contact de la surface donnée 
et du conc cîn.'Oiisi.'ril. Kl comme tnnr phi: tniiijL'iit eu un des priints (le 
celle courbe, à la Hurfrii'c (lu l'évolution , ré.oui lu prfililème proposé, 011 
voit qu'elle sert de lien nirv. ^olriliuu.. du et pi.j)>leinu , t'L que, pour lu ré- 
soudre le plus complètement possible , il convient du la construire. 

Comme les opérations à faire pour cela sont d'une grande importance , 
nous allons cri faire l'objet d'un problème sépare. <■'■■■■ 

351. Problème 5. Étant damée la surface de n.valnti,m s" 
((1, IT), (XV, l'O/ZL'il ] ci un peittt (.M, X<„ ondema.de 1? cearfe de 
contact fgff ,c s " r J"^ " t ' i " cphc .circonscrit ;ui aurait pour sommet 

Pour résoudre te problème , nous rappellerons qu'on peut considérer 
b niriacs donnée, (r - ' " 
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bile, dW sphère mobile on d'un cylindre mobile (369— 171), et nous 
110ns demanderons les pointa ,k la courbe cherchée situés sur ims ca- 1 
raçtérisliquc donnée.^ A celle caracloVistùjiu; il ^correspondra une euvokjp- 

sommet le puin! (Il, X-, suivant dus lignes particulières; il sera focilo de 
déterminer les poiiili de h ^.ir.-i^liriiU.^ic uni appartiendront à ces lignes, 
cl ces pointa seront évidemment les points demandes ; car les plans tan- 
gens à 1 enveloppée, qui- leur correspondront, seront languis suivant ces 
mimes pointa il lu surface donnée (a5i). 

Sachant trouver ka points Je la cour)*: clicrt-lice silucs sur une csrac- 
leristique quelconque , ou pnurij «Jl! Liu iuj iil.-i- ;jij|3:ir de ces pumta qu'on 
eu voudra , et il sera par conséquent aisé de décrire les projections de 

Mais, comme l'enveloppe a trois sonos d'enveloppées fort simplet, il 
y a trois procédé* remai-.|ii:ili]t--, qui mu 1 luise lit s III jioinU Je la courlle 
demandée, Koni allons exposer ces procédé* arec délai! , ainsi que la 

■ ■ — : singuliers de celle courbe. 

tr-just l'unvJujipi-c cji 1111e surface conique. 

î la droite n'a, tangeu 



ou niellera par le point 
(Wd, Novf); elle percera le plan 
3 point ou mènera les tangentes 




contact (,r, je'), (.)■', r), et ces points seront 1rs points cherchés. 
En eflot , car si l'on mène par cas points des plans taugeus à l'enveloppée, 
ces plans passeront parles tingentiii (/>;, {il) '.''>'); iU passeront par 
conséquent par le point (il, il) : oui s ils passeront aussi par le sommet 
(I, a); doneilspas'i jmil p:ir !:i droite (11, ail); donc ils contiendront le 
point (>r, K): or, ils scronLlangcnscnmcnic temps à l'enveloppée- et à l'en- 
veloppe; donc enfin , écs points seront les points de contact de deui -plans 
tangens 1 la sortais! donnée pissant par le point (M, Pi) ; donc , ele. 

Si la conrbe demandée n'avait aucun point sur la uractéristiqua cir- 
culaire (oxhf, tfft), le point (ii,iT) se tronverait dans l'bjterfenr de cette 



5S5- a' Plaçait, ihns lequel l 'enveloppée rit "rie surface ipliériquc. I 
Cherchons les points de la courho demandée qui sont sur la caraclùris- 
lique \l>"fc, j'ij). Un commencera par mener la druile p'L, normale eu 
// > la rneridiuuiiu 1 0 F U'Il ; elle rcucmilrera I I" en un point h ; cl de 
ire point uumrmr nnilre . ai rc k invtiri fy>' , un ih^rira 11' cercle /^/g , 
qui sera la mcridii/iiin; |>rirKi[i:ik- de I nr. clupp-.' -[On. : i [i|m: ciurrspoiL- 
dnnlc à la carat le [iïliqiLU lImiijj.:..'. i'ji in,, ^11.^1.1 H.LL..niie un cùnc cïreon- 

k- cercla du caiilituL de eu cùnc et du la sphère ; eu cercle coopéra la 
<-aneU-rl*(ii|Ui <:n di n> j.iiiiil.-, il it-.-i iku\ puinT-; M.n.Hir Jv illuminent I.-. 

Pour trouver kurs projections, nom. fcriinn tourner lu méridien Ml 
avec l'enveloppée et le cùne ci™ nier il , anluiir île Issu de révolution , 
jusqu'à ce que ce iniiiidiiMi ;...ir .ii i iv.j ui M l. I>ani i e mouvement , lu 
centre (ï r £) de la spliéiv ni: IjOfi^uiii pa* , II- joinmcl ,M, vieillira en 
(M', IN 1 ) , et 1W du tune circonscrit Si! trouvera par consequcul dans le 
plan Ml, Par le point iY on mènera lis droites iY... H'g, tangentes au 
cercle g/i'jo r ; elle I.- Iri»clini>:il i:ei di:m jininl* ■ i : l e ; ou joindra et-,' 
points par une droite ■£ , cl il csl laeik di; voir ijue cul lu droite sera la 
projection du ccnlc du i.init.inl île l'i;iivilupp.u vl rln cime circunscriL 
Le cercle xg tt le cercle ji'gfj situes sur unu même spliiru, se. couperont 

u,u'occn]*:ut lus points eliercliés loncfiio le poiul (M, K) cet on (»', IV;. 
Or, nous remarque m n- que ce- point.; sont sur une. droite (('/', I), per- 
pendiculaire en (il, I) au plan imiriilicn îll'i; nous ramènerons ce plan 
cri Ml; le point il decrira autour drr point 1 on arc de- .Cercle il» , il 
s'arrêtera en c , ut la limitu ! r, |iL.i[i.;inliLiil,iiic r.u u lue M'ï, prendra la 
position et , perpendiculaire en i> ù la droite Ml. D'après cela, la droite 
ec coolieudra les projections lioriîOlrta les des points eh urchos ; mois le 

|l sera facile d'en [l.ilnm; 1,;, |,K.j,i liini, veilicjlrs <■' et d , et Pon aura 
lus points cherché* (-■, e'). e> 

Si les lignes sg et ;('./' lits- rencontraient p:i- il.i.is l'intérieur du cercle 
P'"l'g^ les cercles jg et p'q' n'auraient pus de points commuas, u[ il en 

J-iitiquc donnée p'q. 
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SS3. Enfin , constroismis les poinls de celle même courlie situés .Lins 
le méridien Mitf. Tour cela , nous «bâtirons le méridien ]M sur le méri- 
dien W , en le faisant tourner sur l'aie (I, II"); te poinl (M, N) viendra 
en(R, S), cl si par le point S on mène à la méridienne (Xï, lt.. ; ,']/ll 

, (i, =')', qu'i , ramendsen (D, D') et (I), W), dans k méridien MM, 
seront évidemment les points cherchés. 

5ï.j. Ces points (I>, IV), fit, IV), i.i»:-,nl «l'une; ;>n.n riclé remarquable, 
c'est que leurs liiiuleiiis -lli — i ili« pl-n liini'i.nl:.l mihI des uia.riwuiiL 
un [lus minimum (*), Eu effet, comparons les hauteurs de ces points i 
celles des points ( t\ t), (m, m'), olilcnus n" 55*5 , et situes dans le méri- 
dien quelconque III- Le triangle M',1 ; -l i r:in;;l: en n ; lionc ..n n 



ou des minimum par rapport ■ celles des points de cuutact r et V des 
tangentes Qj' et Q*\ Or, les hauteurs des points j* et sont celles des 
points (D, D') , (B, B') ; les hauteurs des points r et k> sont celles des 
poinls (f, i), (m, m'y, donc les l.aoteurs des poi.ns (D, D') et (Jî, B'), 
nu-dessns du plini lioii/nnt;il , sc^u L de> iit^xijjiuLLi ou des minimum par 
rapport à celles des poinls d'inlerscclion ((', I) , («i m'), de la courbe 
cherchés et d'un méridien quelconque nrV. 
5Go. De ce que la hauteur d'un point d'une courbe est un maximum 

COUThe, il s'ensuit ||hl- l'élément infiniment petit rjni nirre-ponil ii «'e 
jKiint est Ijoj-1 j. uciNnl ; l'i, -mils i i-Lb , rct élément niiniein]i:iil ilts ji-iinl-, 
plus hauts que le peint en qnisiimi , l'I il'aulres poinls plus bas, ce qui 
est impossible. Donc les tangentes à la courbe demandée en (D, D') et 
(B, IV) sont des horizontales. Et comme ces tangentes sunt dons les 



[-) ILninaeinilaicBrïmleiiri HDnlini 11 ld (le Mlll i il il i i ë (iSS U<|J, on appelle 
maximum et minimum !c: eru; 'i-ur' | ■ "I ■ i - . i.i.l|"!i 1 L 2r * ;.i..inlri. l £ moin'lrci que eçllcs 

,[„. I... «KnV. r-t M <;„: Il-, s ,nv,„. i,,,,,,,',!!,!,,,,,.,,!. ,li„. u,-,;,:.,!,. i |',.|li,„ t . V'IJi'I.', Pl. ,, 

eu L.l L'.ibiit r ;irj!]éle. ,. Il ilrcik X-j , r rise -pour UI du dludoe. (681 }, Ici oriloo- Fi|. ■. 
ndeil'L', IL, seront, Il preaiiire un ic.-ikiiiiin, et I» île™;: i.- uu minimum. . 
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plans tangcns menés par la point (M, N) à la surface donnée, il est clair 
que leurs projcctipns horiiontales sont des parallclis aui ttaecs horiion- 
tales de ces plans. Mais on sait que CCS traces sont perpendiculaires à |, 
Irace Ml du plan méridien (394) { donc les tangentes de la courbe 
cherchée en (1), I)') et (B, B') ont pjyur projections horizontales 
des perpendiculaires à Ml, et pour projections verticales des paral- 
lclis à la ligue de terre : donc ces tangentes sont parfaitement 

S61. Il n'en est pas de même des tangentes aui points singuliers 
(U, U), (T, T) , (F., F/), (F, F"), précédemment déterminé» -. mais, 
comme elles sont nécessairement contenues dans les plans langens MU, 
MT, NE', HF, il s'ensuit que les droites MU, MT, NE', Kï", en sont 
me projection. 

36;, Il résulta de ce qui précède qu'on peut diviser les points sin- 
guliers qne nous venons d'obtenir en irois espèces; la première est celle 
îles points (D, W), (II, B 1 ) , qui satisfont ù la condition d'être les plus 
hauts ou les plus bas du petit arc de courbe auquel ils appartiennent. 
On connaît les tangentes ([ni leur correspondent. 1j deuiième est celle 
des points (U, U'), (T, T), qui sont sur le contour Je la projection ho- 
rirontale de la surface donnée. On cannai! les projections horiiontales 
MU, MT, des tangentes correspondantes. Enfin, la troisième est celle des 
points (E, t."), (F, F'), qui sont situes sur le contour de la projection 
verticale de la surface. Ou connaît les projections verticales ME', XF', des 
Ndn^nnrr^ rarrLir.'iiirN'niis de la cou rl>c cherchée. 

Ces points sin^iiiii'is ci .-.is i;iiL^en[i^ indiquent pour l'ordinaire La 
Terme générale de celte courlic; et comme on les obtient par des opé- 
rations très faciles, c'est toujours par ces opérations qu'il convient de 
commencer la résolution du problème propose. 

5G3. Exéculivntk têpur*. Dans la ligure prise ponr enraplc, la courbe 
demandée doit passer par les points (U, U'), (T, T), (E, E'), (F, F'], 
(D, D',, (B, B') , *f) , {y, yj , (c, O, (e, d), [/, t) et fam'); ainsi , 

L'oie de révolution (I, IT) étant compris , de{I, V) en(I, I"), dans 
l'intérieur de lo surface dunnée , il est marqué entre ces points par une 
ligne ponctuée. Au-delà , il est trace par des lignes pleines. La surface 
donnée est indiquée simplement an moyen des contours de ses projeCT 
tiens, lesquels sont aussi marques en lignes pleines. 
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Des plans tangcns menés parallèlement h une dioite donnée. 

56g. Problème i". Mener un pian tangent à une turfacc cjîin- 
dnipte { (ABC, B'C), (DE, WE) ), parallèlement à la droite doaHÙ 
(GF, GF), 

Pour cela , iioik rom^ni.r-rmis fjitf? t,> phm .lierehé est aussi parallèle 
la direction {DE, H 'TV; de h j^néialri.e ; d'où il suit qu'il Kl à In fois 
parallèle aux deui droites (GF, (î'F'j, (DE, DT). Doue, si pamn point 
quelconque (11, 11') de la pmnièn; de ras droites, «us iiicno,., (III, HT) 
parallèle à la seconde , et que nous construisions le plan (IG, FK') , que 
déterminent les liens lignes (GF, G'F') , (III, HT) , ce plan sera paral- 
l-. l-.-- y.:, pb:i tr.r:^;c:Lt J'.Ti]:nnl i Si nous menons sur le plan hori- 

zontal une droite MN, tangente à la trace ABC et prallèle à IG, et sur 
le plan vertical la drailr MO parallèle a F'K', le plan (MiS, MO) sera le 
plan cherché. 

Il est clair "que le problème propose aura autant de solutions .qu'il 
sera possilJu de mener, parallèlement à IG , de droilçs tangentes a la 
In ce ABC. 

370. Execution de l'épure. Le cylindre donné est représenté simple- 
ment par sa trace horizontale et par les cnntouis de ses projections. L'é- 
lément de contact (Nr, ni') est ponctue , parce qu'il n'est pas vu. Le 
cylindre donné étant au-dessus et en avant du plan demandé (SIS, MO) , 
il cache one partie des traces de ce plan. 

On a marqué sur l'épure, au moyeu d,; li^iLc* [uni: tuées, la droite (DE, 
D'lï) , qui passe par le centre de l'ellipse ABC. Cette droite est une espèce 

3 ^71. i'KOlli.ÙMi: Mener un pian tairont h i:r.i: cu'ii-j'tc 
{(ABC, B'C), (D, D')], jiamlU-lrment h in il mile donnée (EF, ET'). 

Le plan tangent cherché devant passer par le centre (D, D') delà surface 
donnée, il ne s'agira que de mener par ce point une droile (DG, D'G"), par 
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rallèle à la droite (EF, ET'), pour avl 
de «plan. Par ce point , On mènera la droite GH tai 

point (D, D'J.ladrnil. Un } , p.-.du )■■ a iiii .:',]■■ percera le plan ver- 

mindc (L1_r, P LK> ' ^ P 

courbe ABC. On n'a marque sur l'épure qu'une de CCS solutions. 

371. ExâlUtittit il: r,jn,;-. Soin rui-uns rcm.iiqiicr seulement que la 
nappe inférieure du ei'iue e-l :n]-di"-.-n^i'. ru-d.'.:a i]u plan Tangent con- 
struit, et que la nappe supérieure est au-dessus et au-delà. C'est pour cette 
raison que l'élément de contacl (il). CD'), est ponctue dans la partie qui 
appartient à la nappe inleïiiurc , .t plein dans celle qui appartient à la 
nappe supérieure. 

ït3. FliOflLllMr. ï. Etant donn-:: une ".■'/.,-;■£ rJmfufwu et une 
droits , on demande un t-tnn ),:r,dit /. « (■:■«!■ e.'miJr <"/ longent à la turfrcf 

Ce problème, comme on va le voir, a 11 plus grande analogie avec le 
problème /, du chapitre précédent (Ï5i). 

Imaginons qu'un plan , fai; Huit la dii.ili: iki-iizii:;- r -1: meuve parallèle- 
njejil a I ni j:i l'iJ-le j ■..-qui . ..- qu'il louche. 1;: :iuil.ji:.r li.: 1:: ■. .'lu 1:0:1 , ii^K- 
rons-nous qu'ensuite ce plan tourni 1 .iLiiimr de cttlu iMirtacc, sans cesser de 
la loucher et sans cc-^cr ir.'trc par::!].'!., à !.. il ni I h' .[urinée; il est clair qu'il 
engendrera dans sou mouvement une surfue ri lindriquo qui enveloppera 
la surface dunnée, rt qui aura -r. cieincie. parallèles i< la droite donnée. 

Or, cette surface cylindrique et la surface de révolution se toucheront 
suivant unecourlie particulière; cl [ onmie !i pl.ia fanera leur occupe sucees- 
* sivCJUCnt tOOlCS le* po-.il ion- i-ai alleh - Il la iliuile donnée dans lesquelles il 

touche la surf u.e dmaiéo, Il -'l'i-uIi f;u.: ,cliu 11,1 uhu est le lieu des points de 
conlnct de [ou 1 , les fil.. 11' 1,uii:i 1 - .[ui lé-ulvenl L: jiiaMi.nie proposé. SI dune 

révolution et du 11 liriLi e ciinni'. i :l parai' uk a la drui'.e donnée, ou pjuc a. 
aisément déterminer autant de solutions de ce problème qu'on en voudra; 
puisqu'il ne s'agira pour ali que de mener, par des points pris arbitraire - 
rneilt sur la courbe de contact, des plans langeus à ta surface donnée. 
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La construction de cette conrb* étant une opération importante qui sera 
souvent utile par la suite, doua alloua eu taire l'objet d'un problème té- 
pué (5 7 4). 

S'il ne s'agissait que d'avoir l'une quelconque n'es solutions de la ques- . 
lion proposée, il làudrait employer le procéda général du n" 585. 

3 7 .j. Problème 4. Soient (1, 1T) /'nxe ifMne surface de révolution, 
(A:, A'B'H'sU') lu uv.K/,-.','.,- •>:-\nri l -i;;r il ' icire surface j et soit (MN , 
MTN") une «Voi'ir mciiiv i/'u/ir umtin'iv •juAt-onquc pnr un point (I, G) <£> 
fore rfe révolution : on deix.mdi: h: r.mih: de c.mtnct d'une surface cylin- 
drique dont les iHtitnair ."i,ru; jiaiidlè'.es à ladmite donnée , e( yiu soit cir- 

Nous ferons remarquer d'abord que ce problème n'est qu'un cas parti- 
sommet de ce cime s'éloigne à l'infini, ce même cône se changera en un cy- 
lindre, et le problème à résoudre sera celui dont il s'agit. Pour en obtenir 
la solution, nous allons employer des procédés qui découlent, an moyen do 
inodilica lions simples, de ceuu qui ont servi à la résolution du problème 5 
du chapitre 11, et niai --.Liipi^Tii l.i -urfu-i: iloni]i : .: soit produite par le 
mouvement d'une enveloppée, conique, spltérique ou c}lmdi-iiji:i' ; '">-. : 
les u" 354—36i). " 

3?5. 1" Procède, ihuu Unie! /'. '.<;. r-, 11- en un." surfm-e conique. Nous 

térislique (oxliy, o'Ii), correspondante à l'enveloppée conique dont la gé- 
nératrice est la tangente ko. Concevons qu'où mène, payées points ,^des 

la droite dénude, et tangens à l'enveloppée conique dont le centre est (I, n). 
Or, menons parce ceulreune droite (M, ad 1 ) parallèle à (MN, MW)j cette " 
droite percera le plan o'h' de la caractéristique en un point (d, d); et si 

détermine les points de contact x et y, et qu'on les mette en projection 
verlicalc en x" et /, les points (r, x), {y, y), seront les point* cherchés : 
car les plans tangens à l'enveloppée suivant ces points seront parallèles à la 
droite QSN, SITT), et tangens ù l'enveloppe. 

Kn répétant CCS constructions sur nn nombre suffisant de caractéristiques, 
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on aura bientôt assci de points de h courbe cherchée peur pouvoir In 
démis. ■ 

Nous ferons remarquer que ai b caractéristique o'h' tic contenait aucun 
point de la courbe cherchée, le point (d, d) se trouverait dans 1'iuterïeur 
du cercle (nrlj, n'A'), et réciproquement. 

376. a" Praaédê, (bu Itquel Vtap&fpëe en sphériqui-. Cherchons les 
points de la courbe demandée qui sont sur la caractéristique (pet ef , f <f). 

laquelle rraiispon.i : , UilLvelopp'J'e -plieri.pie don'. Il: j. : ■. ■ >:[ e : r. la :LOn lia 1'.' 

p'b. Nous imaginerons qu'un cylindre parallilo ii la droite donnée enve- 
loppe la sphère dont le centre est (I, i) et le rayon p'b; ce cylindre la tou- 
chera suivant un cercle i -ce cercle coupera la courbe (petef, p'q') en deux 
points, et ces points seront In points cherchés : car ils seront tels que les 
plans tangens à la sphère qui leur correspondront seront à ta fois paral- 
lèles à la droite donnée et tnngcns à l'enveloppe. Tour les déterminer, on 
fera tourner le méridien IN autour de l'aie de révolution jusqu'à ec qu'il 
vienne en IR; le point :.\ , X) de b droite [Vl.N , M'Vj viendra en (R,R'); 

se rabattre.™ (IR, CM')- Le cylindre parallèle "à cette mémo droite , et enve- 
loppant la sphciv, se (11 iu vit;; projeté vci lli-.lem./iit .-11 Ire 1rs droites g'g, s s, 
tangentes au ccitli' ;»Vï" ''' P"'!"'!.;:* . ! i l'Ai'; il loui-liLTj la sphère suivant 
une courbe dont la prcijecliou verticale sera la droite gi, qui joint les poinls 
de contact g et s; celte" courbe et la caractéristique !/>c/Vi", p'q') se cou- 
peront suivant les deur poinls (/", /), qui, en supposant toujours que 
le méridien IN soit en IR, seront les points chercliés. Ramenons ce méri- 
dien daus sa première position; la droite (fi*, /) perce le plan IR, auquel 
elle est perpendiculaire, suivant le point u; ee point viendra en u; la droite 
tl' viendra en ec , et tes puiols {!', fi, (/', I), se trouveront ramenés en (c, e') 
elfe, if) : ces derniers poinls serra:', par ru[i=é:pieri! le- points cherchés. 

En repétant ces constructions sur de nouvelles caractéristique!, on ob- 
tiendra do nouveaui poinls de 1a courbe demandée , ci bientôt on pourra 
la décrire. 

Il est clair que si le plan p'if contient des points de ectlc courbe, les 
cordes //a*, gi, se rencontreront; et que si elles ne se rencontrent pas, c'est 
que le plan //u' ne contiendra aucun de ces points. 

177. S" Pmcélé, dans lequel {enveloppée est cjlàidriyue. Cherchons les 
points de la courlie demandée qui sont sur la caractéristique située dans 
le méridien wln. Foiircela, noua mènerons parallèlement n la droite (MN, 



Projetons d'abord la droite- donnée sur le plan méridien In; le point 

verticale ?î, à une hauteur PlTN" au-dessus du plan hdrinwtll. Rabattons le 
méridien In sur IR , lu point ;I, C :w lirii^.-ra pu- dans lu mouvement, la 
projection du point (N, S') viendra on (!', F'), la projection rie la droite 
donnée se trouvera p : " n>u..é<jiri:n[ :-;if>.itiuu un Cl", ut h méridienne »■« 
se trouvera coïneider avec l.i rn.lriil i.-n i n- principulr (Slt , A'JiH'sTJ'). Nous 
mènerons à celle méridienne d-. t:iiii;.-iilis Q/, <,!'/', jnr.illMes àP'C; nom 
déterminerons leurs points de «intact r' et A'j nous [es mettrons en pro- 
jection boriiontale eu cet A sur le méridien SB; nous ramènerons ensuite 
ce méridien dans sa position [iriiniliv.; ,wi . les points (r, r), (k, k'),v\en- 
dronlîu placer en (( , f ) et (m, m'), et ces derniers points, d'après ce que 
nous avons dit, seront les points cherchés. 

Au moyen de eus construction;, on jinnrra facilement déterminer un 
assez grand nombre de points de la courbe demandée pour pouvoir lu 

11 est évident i\oi: te procédé donnera , pour i lmpie caracléristîcjuc, au- 
tant de points de la cour bu liiuniiéu qu'il i-tivi po:-l!il:: de mener de tan- 
gentes il CGttc caractéristique , parallèlement à la projection du la droite 

S78. Construction des point* sinpiUirs ,\: cou 1 ivj dcnaniUc. Les pro- 



TH. III. DES PL. TA. MENÉS FARÂL. A ONB BROITE BONHISe, 
cèdes qoe l'on lient d'en poser, suffisent, chacun en particulier, pour délér-- pi 
minerla conrbe demandée ; mais, parmi les points de culte courbe, il yen 
a de remarquables qu'il '-.1 [imnfo i-.M,i1riiii.:ii,: piiifomireà tous les autres. 

Menons, parallèlement à la droilc T>L\,lcs tangentes FE, GD, au Contour 
AErï) de la projection horizontale de la surface donnée; Les droites FE, GD, 
seront les projectiuns horiïOutalc* (les i1. ni plans verltcnux tan gens à la 
surface donnée : donc les points de contact (E, E),(D, V), qu'Os diléir- 
minerontsur leconliiiii {Ai::D, A':.';, iaiirirlicridrmil a la courbe clic reliée. 

Si nous menons pareillement les droites TB'JÏ, tangentes au contour 
A'iril'ry'U' do la protection verticale de la surface donnée, et parallèles il la 
droite M'iY, ces tan Rentes détermineront deuï points de contact G' et/, 
qui, étant rapportés en projection horiiontale en. I! et i, donneront deur 
points (li, H), (/, r), de la courlw cherchée. 

>-..,. F.nlm, n.iKiniiwjEis 1rs points de cette m.W rmjil.c rpî «ont situés 
dans le méridien MIN. Ces points seront ccu< où la méridienne IIS sera 
touchée par dons droites parallèles a ; , les consl mêlions 

menant par cette droite les tangentes XH',' LU', elles détermineront deuï 
points de contact (II, H'),(U, D'), qui, ramenés eu (K, K') et (V, V), dans 
le méridien MIN,' seront les points cherchés. 

âSo, Ces points (K,K'), (V, VI, seront élt-vés au-de.itisduplan horizontal 
de liaulcursqui, pvrappiirtà celle, dr-. an t:<s !^hi il- de la eunrbc demandée, 
seront des maiimum ou des minimum f. , uutt). l'our le démuntrér, com- 
parons les hauteurs de., points [/, I'), [m, «')> situes dans le méridien quel- 
conque «'H, à celles des points en (ji.LPlion (K, K'), (V, V). Les uns et les 

gctitcs XII', LU', QT, Q/. Or, parmi ces tangentes , les deux premières 
font avec le plan lu. montai l'angle de 1a droite donnée et de ce même 
plan, et l'angle des dernières est eelui du plan horizontal cfdn la projec- 
tion de la droite eln !ir sur 1.: plan méridien irn : niais, qtiVl que soit le 

tontes les tangentes, telles que QT, ont pour limite XH'; li.-.r,-, 1. ■■•<;- 
génies, telles que Qr, ont pour limite LU' : doue Ici liaufo-urs despoiolsdc 
contact il' et t. toi il des [Luximain en des minininm [i;ir c. [.;>■: r: a 
des poiuls t'etr". Doue,* te.. 

38 1. Il suit de là (Kb) que les tangentes de la combe cherchée, en 
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(V, V") cl {K, K'), sont des droites dont les projcctiniis horiaonudes Mot 
perpendiculaires k UN, et dont lia projections ferlicalés «ont parallèles à 
la ligue de terre. 

Il est évident qne les droite; FE , CD, sont tangentes à la projection hori- 
zontale de la courbe cherchée (36i), et que les droites TB'.fi, sonl tan- 
gentes à sa projection verticale (36i); donc les si* points singulière (*) 
(K, K'),(V, V), (H. H'), (i.O.C 5 . r -)' C. d '). *° m tels qu'on connaît, 
pour les deui premier, 1« r;.n petites île la courbe cherchée; pour le ï*et 
le /,", les projection* verSk.iU-i "Eii ci - Ni ug en tes; enfin, pour le 5" cl le G", 

déja détermines, pourront suffire «nx personnes habituées aux opérations 
de la Géométrie descriptive pour décrire la courbe demandée (EVDK, 
E'V'D'K'). 

56î. Execution île [épure. On voit dairenic ut que l'arc (EKD , EUT)") 

(EVD, W\"D r ), auquel appartient le poi^I inférieur (V, V), n'estpa* vu. 
En projection verticale, l'arc vu B'ETJ contient le-point singulier 

(E, E 1 ), qui est sur la partie antérieure do la surface; cl l'arc oon vu (BDi, 
B'DV) contient le point caché (D, D'). . 

583, On remarquerr <\w?. kr. ji.-., vu: ol nadu'q r.rn! to-ij cnis-î. ij]i;:rcj par 
des points singuliers (E,.E'),(B, B'), (D,D'J, {/, r)j ainsi, c'est unenouvello 
raison -le déterminer ces points. 
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(■) TU pourraient Mre en plu grand ou ta moindre nombre iur un mu* «cmnle. 
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p-iv lui inip:-|-''L- lu aiudlliim d'i'.lL'; (.lugeut à la 
smïiHT [k)ii!ii. ; L' t'st cylindrique, bubsr plan- trmjjmnKn 
généra Iricç; dont si l'on mine par ln .liuili: donnée ui 
l'un des élémens de r.clt<!ïurf;ii:i!, ce plan sera L' plan cliemlié : mai; il est 



la anidiliou rjti':! suil t;nu;cuï a l:i ^uil.ioe ei lindriquc -, 

D'après cela, les ip,<>k"-i; ni! xu:J. m..u". n.vnpir 11" dcvriuit '.'appli- 
quer qu'à des surfaces non ilévi'IopjiiiLk'S, 

agi. Problème i". Pur s* 1 (/™r"ic Jorniri- »w» «« /ifon tançait 
,i une surface sphêriipie. 

Ce problème aura évidemment deux solutions. Pour les trouver, n.. 
mènera par le cenlir il': li snliciv n:t plau [*jr[u.ud unitaire à la droile 
donnée; il coupera celle ilioiii: en un jjniul, el ta spbéj-e suivant un 

p;r efiaipic raii^eure i:t par la dmite dimii'u:, on niir.L' un plan, Ils don* 
plana qu'où obtiendra seront tangens à la sphère suivant les points de 
mutai 1 des lnn[;oiilt's \ c'c-H-ii-dire ip:'i!> -muni li". phin^ langens deman- 
dés. En eflet , tout plaît tangent eu un piiint d'une sptière est perpen- 
(licutaïre ii l'cshcnuli- du mi pd i':i :v-f»>:i.l i ce piiinf, et recipro- 



raimltangtiiUlainrlKC du tc-nc; car tout plan mené paris »nmiel d'un cûne penl 
.';ir rnnii.lr-L . mur..: :;.n^i-r;t à ^ccinn fj'l). 

{") Cette pnpriiléisl f,::;:,:, ilùn.mtrtr; car il l'on Miiçui; [i.irli! rajon d'une ipliérc . 
sani; Lj.nnit^ 'l.i |il.m., i!* .c; 1 1 ■ . i . 1 1 l.i ;'.1,.'|- ■.lilvi.u ilni r,-:, ].-:. ,pu se croilEiont par l'ei- 
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sortiront pas .lu plan du gti-.aA rorciir rmplwii; car ce plan cil perpen- 
diculaire au* den< plans obtenus : mini lis tangentes menées sont les 
intersections de ces deux plans et [Tu grand rende ; donc les perpendicu- 
laires abaissées seront à angle droit sur ires tangentes; donc elles auront 
respectivement pour pieds les pninlï de rn:ilac;l de chacune de ces mimes 
tangentes ; donc film seront , dau< la 'plii'.T.:, drs rayons an extrémités 
desquels les plans olireuiis senml |.i'rpeniliirul;[iii.s : donc ces plans se- 
ront tnngeus à cette sphère. 

3gs. Appliquons maintenant le procédé qui vient d'être décrit. Soit 
(C, C) le centre "de In sphère . glii, ;■(/.!■, les contours de ses projections, 
at (AB, A'B') la droite donnée. Le plan mené par le point (C, C) , per- 
;»Tir[ieul:iiriiiii!iLr à <:<tl<: droite, aura ses traces respect ivciii eut prrpcn- 
dieulaires aux lignes AU , A'B' (66)) donc, si Ton mène par ce point, 
deu. droites l'une horizontale (Ce , Ce') dont !a projcclioii Ce .«oit 
perpendiculaire à Alt , e[ l'antre 'J-'ji , CV) dont la projection C« soit 
paiallulL à la lijjne de lern: , c< rh.nl la p;-,>j<:.-lin'L -uil. ]X'rpeud:ca- 
lairc à AU', elles seront toutes dciii comprises dans ce plan ef le déter- 
mineront. La première {Ce, Ce')| percera le plan vertical AB en (e, e); 
la seconde (Cit, Ctï) le percera en (a, «); ainsi, le plan de ces dem 
droites et le plan vertical AH se couperont suivant la droite (m-, aV).- 
Celte droite et la droite donnée (Alt, A'IT) ont même projection hori- 
zontale ; donc elles se coupent au point (I, /) , qui a pour projection 
verticale l'intersection i des projections 11,' , A'1!' , de cm droites. D'après 
cela , le point (I, ij appartient h la fois à la droite (AB , A'B) et ai, plan 
des droites (Ce, Ce 1 ), (Co, CVi), c'est-à-dire qu'il est l'intersection de 
la droite donnée et du plan mené par le point (C I]') perpendiculaire- 
Or, suivant ce que nous BVOns dit, il faudra maintenant mener par 
le point il, i) des tan^cnlc* au :?iand ..i-i i-li^ ]],l. i ■ .Ttiou de la sphère 
et du plan des droites {O, Ce), (<i, ('"'). Pour trouver ces tangentes, 
rabattons ce plau 6ur le plan horizontal CV, en le faisant tourner autour 
de la droite (Ce, Ce) - il est clair que le srrainl cercle , intersection de la 
sphère , se rabattra sur gbk ; et que le point (I, if , après avoir décrit 
un arc de cercle dont le centre est (t, e)i et dont le rayon est l'Iivpo- 



trtmiuidu rtjon, i^rpcnrlibuTnmimenticerajolliil'oii l'on voit qncl 
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tcnuse Al , d'un Irïangk rectangle Uii , tel que Ih — : k , viendra se ra- 
bat 1rs en D. Si Jonc on mène par le point D ks droites Drf, Dg, tangentes 
au cercle gbk, il ne s'agira plus que de donner au intime du point D et 
de ces tangentes un mouvement de rotation qui ramène le point D eu 
(I, i) , et les positions, que prendront ces mêmes tangente) seront dans 
les plans cherchés. Chaque point du système décrira , dans le mouvement, 
un i-tA-li? pcj-p.-iidii:i;l;iLr^ .: La charnière i'O. CV,. ; donc le point de. con- 
tact il ne sortira pas du plan dm , perpendiculaire à Cr, ni le point g 
dn plan gn, parallèle 1 dm : mais ks pointa {d, d), (r, K), des tangentes 
Bd, Dg, sont sur l'axe de rotation [i'.i, Cr'); doin; ils ne bougeront pas 
dans le mouvement; donc la droite Dod viendra se placer en (low, io'nf) , 
cl la droite rD 6 - en (r-Di, SUC) ; donc le point de contact d viendra, se 
projeter horizontalement en m et verticalement en m'; et le point de 
contact Si horizontalement en n et verticalement en n'. 'of* 

Il suït de là que l'un des plans tangens demandés passera par la 
droite (Ln, im 1 ) , et l'autre par la. droite (In, in') : ils contiendront d'ail- 
leurs tous deux ta droite (AB, ATT), et ils auront pourpoints de contact, 
le premier le point (m, ni), et le second le point (n, »'). U sera «ïsa ds- 
construire leurs traces. Tour cela, on mènera par les pointa ds contact 
(m, bV), (n, a') , des parallèles (nu, ml/), (nu, nV) , à la droite donnés 
(AB, A'ii') : la première parallèle (nu, tris') percera le plan horizontal: 
en (J, i') , et le plan vertical en (1, f) ; la droite donnée perce ks mêmes 
plans de projectioii en (A, A') et (L, I/) ; donc celui des plans demanda, 
dont (i«, mi') est le point de contact auni pour trace: lioniioiitrde 1». 
droite AjF , et pour trace verticale la droite RL'f*. La seconde: picalléle 
(nu, nV) percera, le plan liorijonuJ eu. (y, v) „ et k plan vertical en 
(u, m'); donc le plan tangent dont (n, ifj est le point de contact aura 
pour trace horizontale la droite TAc, et pour trace verticale- la droite 
LVU : doue enfin, les plans (PQ, QR), (TS, SU), sont les deux plans 
demandés - 

39;. Avant obtenu les points do contact (m, ni), (n, «') ,. on annal 
pu mener par ces poiubj les rayous eornspondaus. de la sphère,; et 
comme les plans demandés sunt perpçDdicul.iires a ces rayons, on. aurait 
déterminé leurs tr.iccs par la. condition qu'elles fussent respectivement 
perpendiculaire- nui iimji.a-lùjua des mêmes rayons. 

On fera remarquer que la corde dg, menée par les points de gonlaqt 
ri et g des tangentes IM, Dg, coupa k charnière Cr en un point qui 
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ne doit pas varier dans le mouvement des tangentes antonr de celle P'-i- 
charnière : donc les positions dg et mil de celte corde doivent couper 
Cr en un même point. 

394, Execution de i'e'purc. La sphère est comprise entre les deux plana 
tanins demandés , et il csf aisd de voir qu'elle est au-dessous de celui 
(TS, Sli) , oui passe pr le poiol (11, n 1 } , et derrière celui (PQ, QR), qui 
passe par le point (m, m r ); donc les contours gbk , pp:, des projection» 
de cette splière , ne sont pas vus. 

En examinant la projection horijontale de l'épure, on voit qnc le plan 
tangent (TS, SU) couvre toute la partie du plan horizontal située du 
coté C de TS, et que le plan taogent (PQ, QR) couvre toute la partie 
du même plan silnée du côté r dePQ; donc il n'y a que la partie 
QASQ du plan horizontal qui soit vue. la ligne AT est sous le plan. 
(TS, SD); ainsi, elle est cachée. La ligne AT est sous le plan (PQ, QR)j 
donc elle est pareillement eachée. Quant aux parties AS, AQ, des traces 
TS, PQ, elles sont évidemment vues, ainsi que la projection AB de l'in- 
tersection des deux pians demandes. 

En projection verticale, la partie du plan (TS, SU), qui se projette 
horizontalement dans l'angle TAB , et ccllo du plan (PQ, QR), qui se 
projette horizontalement dans l'angle BAP, couvrent évidemment tant le 
plan vertical et cachent tout ce qu'il contient. Il résulte de. là que les 
traces SU, Qli, ne sont pas vues, et qu'il ne doit j avoir de lignes pleines, 
sur le plan vertical , que là projection A'R' de l'arcle (AD, ATT), suivant 
laquelle se joignent dans l'espace les deui parties des plans demandes 
qni se projettent sur le plan horiiontal en TAB et BAP. 

ïl n'est pas nécessaire d'ajouter que les lignes AL, A'L', Su, SL', Q*', 
qui sont sur les parties postérieure et inférieure des deui plans de pro- 
jection , ne sont pas vues. 

3g5. FnpBLÈae 2. Par une droite donnée , mener un plan langent 

Nous allons donner deux solutions de ce problème. 

pointa mr Ja droite donnée, et imaginons rçuo chacun Je «1 pointa soit le lumoiel d'un 

c*oes mirant une courbe de contact facile a ddtenoinerf.353), el le point d'intersection 
dea deux courLea de contact Hn le. point do contact du plan tanficait demandé; carie 
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contact du pion langent demandé un plan méridien; ce dernier plan cou- 
pera la droite donnée en un point, et je dis que le plan tangent demandé 
sera tangent cri ce j»>ii i : i p'i-li'jl.M.!.' !>i eili -■ , puisque ce plan est le 
plan demandé, il passe par la limite donnée, c'est-à-dire par l'élément de 
l'Iijpei boloïde qui contient le [mini il'inlerseclion de cette droite et du plan 
méridien; mais il est perpendiculaire h ce plan comme étant tangent a ta 
surface donnée (ar>i} : donc il est tangent à l'hyperboloide en ce point d'in* 

Il suit do là que si l'on mène un plan tangent par Taxe de révolution 
et par le point de contact du plan demandé et de la surface donnée, ce 
plan coupera celte surface et celle de l'hyperbolaide, chacune, suivant a 
méridienne, et le plan la ngcnl .suivant ne e droite langeute aui deux nié- 
Indiennes. Si donc on construit les méridiennes principales de ces deui sur- 
faces, qu'on leur mène une tangente commune, et qu'on fasse tourner cette 
tangente autour de l';i\e de révolution, elle viendra rencontrer la droite 
i! i.-. ■■■...:::['■:.■■ : . apparlicmlia, <!;ji;s h posilion où clic sera parve- 

] point de contact de ci plan. Dès que ce point 
i, il sera facile d'en déduire le plan langent cherché. 
. . iit(I,l'l"J fil.,: de révolution,^, <t!h'c)o a f/*,/nV), la méri- 
dienne principale de la .surface donnée, ct(CD, CD') la droite par laqueUo 
il s'agit de mener le plan langent demandé. 

Il est clair que le problème aura plusieurs solutions. Kons allons opérer 
pour les trouver, tomme il vient d'être dit; ainsi, nous chercherons d'a- 
bord la méridienne principale de l'hvperboloide don! la droite (CD, CD) 
est h génératrice. Pour cela, nous snivruns les procédés indiqués n" aoo; 
nous remarquerons qu'un point quelconque (C, C) de celle droite engen- 
dre un cercle horizontal XV AG , VC) , qui est coupé par le méridien gk 
en deui points (F, F'), (G, G"), de la courbe cherchée; nous opérerons de la 
même manière sut d'au!: 1 ;-: j.jiiiI ■ .le t,D A'-'-',, bientôt nous pourrons 
décrire la projection vertie/Je i"iS ].'. ti'Iv'I..'. de h méridienne principale 
de Invpcrboloide. Ensuite, 11 s'agira de mener une droite à la fuis tan- 
gente à celte méridienne e: à la méridienne donnée a'b'c./M (uq.e= la 
Note G). Au lieu d une, il est viiililt ([non en punrra mener quatre, sa- 
voir : ail', i 11', iTYJ, e TV. Ne nous occupons maintenant que de la pre- 
mière h'B'. 

Concevons par celle tangente un plan perpendiculaire au méridien FG; 
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re plan sera tangent i la surfoce donnée en (ii, n'), et 1 l'hjpcrboloïcle en pi 
{B, B> Or, si l'on tait prendre à la tangente o'B', on (FG, o'»), on mon- 
vem*Dt circulaire aoloar de l'axe (1, H"), et qu'on suppose que cette tan- 
gente emmène avec elle le plan a'R' , ce plan, dans son mouvement, no 
cessera pas d'être tangent aux déni surfaces en question, suivant les po- 
sitions qu'occuperont successivement Ici deux pointa (B, B'), («, a'}. Ma» 
nne des positions dn premier de ces pointa se trouvera en (E, E') sur la 
droite donnée ; la position correspondante delà tangente (FG, n'If) se irou- 
vera dam le plan méridien Ei,- donc la position correspondante dn point 
(n, n') sera en (P, I"): donc le plan mobile tonebera la surface donnée en 
(P, P 1 ), et l'hypcrboloïde en (E, E"), Et comme il ne peut Itmclier l'iypor- 
boloïde sans passer par la génératrice correspondante (CD, CD 1 ), il coïn- 
cidera avec le plan demandé; donc colin (P, P'} est te point de contact de 

I,a (aogente hlV condoira à une seconde solulion. Pour la déterminer, 
ou amènera le point (n, H') en (N, W) sur b droite donnée, au moyen 
d'un arc de cercle hoi'i/oi.l:.! (Il.\ , ll' Y), dont le centre sera en (1, M); on 
mènera la trace IX du méridien qui contient le point (N, N'); on amènera, 
le point de contact {b , b') dans ce méridien , au moy en de l'arc (oS , i'S') , 

surface donnée, passant ^ (CD, CD')- P 6 

Quant aux tan génies d\\ , •■'M ,\\ uni évident cjnVUca serein l symétriques 
aux tangentes (711', a?JS'. 11 s'ensuit que les points de contact B' et L', *' et 
it, a' et s', H' et K', seront dans les mêmes plaos noriionlaux ltI/„ b'd' , 
iia\ H'K', et à des distances égales de l'aie de révolution; d'où l'on voit ouo 
lorsqu'on ramènera les points (K, K') e((L, L') sur la droite donnée, ils 
viendront se placer respectivement en (N, N') et (E, E'), et les points de 
contact {d, il), (.:,•'■), point, déjà olilenus (S, S') et (P, P'), en sorte 
que les tangentes d'W, t'L', donneront les mcjlics solutions que les tan- 
gentes bIVj (iV-'r MJ^ie il ui|]Lvieij<ir:i il'- riir-n-.:i- foules ces tangentes, 
parce que la condition qu'elles soient ■;, im;l] ienLï deux à dcui, ainsi que 
leurs points de contact, fournira le moyeu de véri lier l'exactitude des ré- 
sultats obtenus à gauebe do l'axe IT", par la confrontation de ceux obte- 
nons n'avnns pas mené les traces des deux plans crieithésj on connaît 
pour chacun d'eux on point et une droite qu'ils contiennent, ainsi ils sont 
déterminés. 



pie est engendrée 



I à hmTÙm donnée Ami cûnaa qui nienl leim 
que le plan demande, aura Km point de confan 
l'mkrrrrù.LL .l-.;co:Lrl..H ôr'-uiil,..-! i^h- .■■mI.mj^ ii.ih - : ■ I -■■ ri il ^illirr, :lu .'itc^iiiinrr c-; 
(3G7) El lu point vlj ellci « couperont, pouraKil. lu |iLu L.l,-i-,iL hIl" ;!0. ( l q* 



et. la Hune j sera le eunluur de ta projection delà lur&ce donnée 
ut le ple.lP', donc le plan n'aur..<l<! «ii.un telle surl..œ qur. b Quille iulluj- 
inrnl petite qui je projettera rat le plan P luivanl l'élimont linéaire infini ruent petit 
cominnn à lu courlir j 'I ■' b t-n:i;i ntr- ; ; , r:,-. I 1 la droite on trouvera 

aiiéiuelLl les Iracea ri j 1 1.1 ..I t- i:l vi— ti^.!^.- ,lu ul.ii] tancent deraaudri 
..O niojcn du aoluti.-:» , v.ii:':|iL.-lr|ijr. jni..li:n.Liûn ^ r t ului ou' on a employé 

r f i | [ I t l à I splière. 

droïte.oulesjùlcinidt |:I.j.,iiih 1 1^1:10 11 1-, il ut aérait pas poHibTede mener la tan- 

■"- Ceannei^ileprfeJemmen[d*iiiontrée(aeV|) P 80 ' 
étant loujoun unn iurfart dévclopp aljlp , li l'on Teat Hdplr.jtr lo 
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CHAPITRE Y. 



Des plans langeas à plusieurs sur/aces . 
4t3^Il est facile do concevoir qu'un plan ne peut être assujetti à toucher 

tangent à une surface isolée, par un de ses points, par un point ijii clcomjue, 
parallèlement à une droite donnée, cl.par nnc droite donnée, il ne nous res- 
tera plus à parler que des plans Nin^mt; ;i ilum cl il trois surfaces. 

4l3, Problème l", ÈtnntdannéeB dtia surface! a itileaayun , orj iirmi-idt an plan 

Soient 5 cl i !» dodlWIms dnnnéra; on mènera ilinj l'eipjce un plan [|uelconn,uc P ; 
no déterminera le* coui-hoa Je contact A cl o dea dcui mrfacci S cl * ateo deui lurCtoea 
cjliml.ic.ues enaelojipaiil.H ,l.,ui I.-h el.-i™ soiml |..T|M ;i.l[.:ulaii-es au plan P [386). 
Cela fait, ou construira les Ii K nc! * 01 . sui.anl Icaquelles fcs court*! A et a 10 projet- 
teront sur le plan P; on raeneca u.io Languie commune {, à ces deui lignes (<jo3>,et 
celle lau£cutc sera, sur le plan P, la trace et la projcclio;! il.J p.';nj Lt;.^cil: OCJjuu.lé. Kl. 
' effet, IcselÊmens linéaire! commun! entre Ici courbe, t et -, et leur langeait,?, sonl le, 
pxn|cctioni Je facultés injinimcnt prlilcsdcs doua iurfacei données, communes à ce* sur- 
faces el au plan ç; donc ce plan fiera' tançant aux surface* S et a: donc, elc. 

■ r.-ie^î ,lu prnu'crdo ces plans. 
ji4. Comme le #ïktil> cil rntiercment quelconque; il oit clair lue le proUJmc pru- 

poiéiuraen rjénft-sl mie i,.l„ltc..le «Jiili..n«. rY< n ,„u un lie» commun, et oe 

lien cal la .urfurcdc.cioppable D>i ctr.e1opr,c le. tleui lurfoccs données : oac tout P U„ 
laogenlauiiurtaceaS eti «1 reiisoluppee do la surface développalilc dont il Agit; en 
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Te peint "*,hw ladroilca et In ligne J'ae loiidierout, 
point deeontieti do, Ii L ;nf** .'I • Cj-.i J.ui |imnl« a et useront lei p.ujetlion! (Dr 1« 
pîan P ilcsncui pointa .M et ti , sui va il! toqucL, le pljof tùuclLcra Les iiu-ficei S cl fl . Le* 
poids M si Nieront iituri siii'Im A et , Ilim aiii- ,1c le. conitmiio, «en lot! ' 

nant une droite ll[N qui Ici contienne , ertt-.lieilr se,:, élément delà lurlncc uc.e 



„ eeinl. M', .M". M", etc.,»', ! 
. - UN, M V, M' V, M"V, -I.-. , .j.l,: 1',.. .rôkiirr, il.: 



417- Problème 3. Deux sur/aces quelconques non dévckppablei èuua 
connues, on demande le plan tangent mené à ces sur/aces par un point 
pris arbitrairement dans V espace. 

Ce proMlne »ern déterminé , « pone le revoira il M a-enir. «^.d. «net pu le 
point donne u. plnn tancent i la anrface de rcleppolde mousite ,„ Jem .nrfatn 
nonnée,. On doit icnlir cite les opérations 1 bi„ moul e „ gù^J tri. cainplijrncent en 
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Oo «rartruin, ^ le iroculi du nM>5, plmic"" ilémcm MN,M'K',M - tî-, etc., de 

[. mi r Élue . : .iidop|i..lili' nlii: i^L. ^u.\ it^"* mi'IV:<> J.iiri^.; [.ruieL! iwn Imrifou- 

blei de ces Cliracnl acront languis 4 udn courbe t noe L'on décrira; leur» projection* 

rrr' . . - ; par lo infini de contact de celle tangente on mener» une autre tangenle à ^ 
J'.n-Ï'i- vÇ . C ; : o.llc ::juv.:lli: ^[-cnlc sr.a lu c[c]]]^nl r!.: la surface de» rlcppablc , et le 
plan qui passera par n..r i'IO-ih^lI ,■! |:,ir i.i l.:.^';it': '. -l-:-.. i^.iilciiuuent le jilin tandem 

418. Supposons qun Ici sitiïiin:!, iVh:ii.:j. .(licnl il. iix spliéi-es , la solution 
du problème scia Ihrt simple, ainii iru'oii va le voir. 

Soi! (A, A') le centre de l'une de ces sphères, !i'h son rayon , (B , B') le ri. s,, 
centre de^l'aulre sphère, B'Bson rajon, cl(C, 6) le point par lequel onJc- 

. Par les points (A, A') et (B, B 1 ) nous mènerons b droite (AB, A'B"), et 
nous remarquerons qu'il y a deui eincs qui tooehent et cniclofipcnt les 

point (D, D'), où la droite (AB, AU') perce le plan xx. Loutre est forme 
par les intersections cordée iitlv,.^ d'un pi.ni mobile tangent intérieurement 
au svilcm:: îles tu:-l;:i-i-.. ilon ni.vs i il a pour sommet I ii 1 1 i j --^..-titjc. il (E, E^dll 
planj-rctoc la droite (AB, Ail'). 

Tout plan langent à l'une des deux surfaces coniques auxiliaires isera éli- 

des plans tangens à ces surfaces, ces pbns résoudront le problème propose. 
Il suit de là que ce problème aura quatre soldions; car oïl peut mener par 
le point (C, C) doux plans tangens à chaque surface conique auxiliaire. 

419. Construisons celles Je cci quatre -ututior,. oui correspondent au 
conc dont le sommet est en (D, D'). Et, pour abréger le discours , -desi- 

Cela posé, nous remarquerons que le cône (D; I)'). louche la sphère 
(A, A') suivant un cercle qui peut être pris pour base du cAne ; quu les 
pbns ton gens demandes passent parla droite fUti, U'C; ; et enfin, que si 
l'on prolonge cette droite jusqu'à ce qu'elle perce le plan de la base en un 
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A'G'); et jadis qui' l'on iîi.:nc p.-.r li' i iuli 1 1 1/ nui! Imigente G'c au cuidc 
abc, fit par le piinl lie coulnct c Je celle Ingénie une perpendiculaire bc 
à l'aie A'G', fit sera h projcclii.il ve.liinlf Ju. cercle île contact delà spbÈre 
(A, A') et du cime (G, G-l.lîn crict , concevons que le cercle (SK, abc), et 
la tangcble (G A, G'c') , se meuvent cin-idairi-ment uclour de (AG , A'G') i 
il est évident que le irri.le iLili:: ira la .-pl*i':ii; (A, A'); que la droite G'c 
décrirajc cfmc(G,G), cl que le point i' engendrera le cercle de contact de 
CCS deirï surfaces : or, ce cercle *cra diiriv un plan perpendiculaire a l'axe 
de révolution (AG. A'G 1 ); donc il sera dans le plan (L[' ( l'i), i 
points, et pcrpetiilirulaire .m |il:in vertical de projection ; ' 



où ce plan est percé pr la droite <CB, Gll'), qui 
taugens cherche», et il uc s'agira plus, pouf délcrr 
mener par le point («, n') des tangentes au cercle 
battra le plan de ce cercle sur ),: plan, vertical AG, e 
tour de l'intersection (AK, bett) décès plans : le centre il ue prendra au- 
cun mouvement: donc ce même cerele raSiaUn m-]-;, celui Slk'V, dont le 
centre estent/, et dmil 11: ra' on c^;.-/f, l.i ilroiu: K'i, ]ierpcn.]icul:iire à l'anc 
de rol.iiion (AK, icO>, viendra en nS, et le point N sera le rabattement de 
(„, h); enfin, la trace liorimnlali- M , du plan (1,1', l'A), se rabattra sui- 
vant une ligue HT, perpeiuli ail aire eu I' à la ligne Ml. D'après cela, si l'on 
inènc par le point \ le.- Iac]:r nies .M . ^ \" . <-t I-. -.-i a rn.ar tiendront chacune 
a l'un des plans clie:.'!n::i; r<,i i izi-h; cl],-, -rioiil i c 1 1 i.-i Hi trocs pur la trace 
RT du plan Q.Y, l'h), la première en l\ cl la sceomlccnT, il sera facile dtn 
déduire ces plans. Ramenons d'abord le cercle iUeV dans le plan te? la 
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pcrpemlÏLubiie à AG, Tiendra en rt, perpendiculairement à AD; et les 
points fi. et T viendront mrcl (, de façon que l'on ait Ai= Al, ri = Kl', 
il — VT. D'où l'on voit que les points r et ! du plan bomonts] oppartien- 
(lront aux plans cherches; nuis ces plans passent parla d roi II' (IHJ, D'C" , 



ainsi que le point n, ilen'iiTC le fisasi Ah; doue Jorsquon ramim m 
plan en AD, le point R doit être du coté vers lequel n'avance le plan 
mobile, c'est-à-dire du c.\té A' de AD. 

fao. Exécution de l'épure. Comme on n'a pis construit les traces 
verticales des deux plans langens dont on s'est occupe, on suppose que 
ces plans n'ciistcnt pas dans l'espace, et l'on marque leurs traces hori- 
zontales en lignes milles (55). Toutes lis autres lignes de l'épure son! 
des ligues do construction, hors les contours des projections des deux 
sphères, lesquels sont indiqués en %nes pleines.. 



[oiilroiln (aB, A'ÏCJ h {AG, A'C), (BC, ÉL'C), ou , « qui rB«icnt i 
RaurçDau,cn irrond'liru h quel» snlitrei uonnCïa peuvent et 
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LIVRE IV. 



INTERSECTIONS DE SURFACES. 



4a5. Noua nvons indique, livre 11 , lus procédés géncraui qui 

servent à déterminer les intersections des surlïiccs : mois nous n'avons 

intersections est un objet d'une grande utilité, il est nécessaire que nous 
exposions avec délail tous lu. m-ijMi-. qui servent à les construire. 

Nous cliercuurons d'abiinl les inli-iserlkiiw dis plans et des surfaces 
courbes; puis celles de ces dernières suil'aues entre elles; ensuite nous 
nous occuperons des tangentes à ces intersections , ut nous terminerons 
par une théorie syiilliiiliipe Ji:i pii:i::m.i|..:s pi-»;:iu:lc : - di'. Mi.li:jn. jil;,in;s 

ianent : c'est-à-dire sa ligure sur le rabattement de son plan , ou, ce 
qui revient au mf me , sa véritable forme ; et , si elle est située sur une 
surface deVeluppable , nous développerons cette surface, et nous con- 
strulroos la figure de la courbe .sur le développement obtenu ; nous ap- 
pellerons celle ligure la tmusjiu-mr,- de celte courbe. . 



CHAPITRE PREMIER. 

Des intersections de plans et de surfaces courbes. 

437- Problème i". On donne un cylindre et un plan, ei ton 
demande, i°. leur intersection commune ■ a", h: rabattement de. celte 
interjection; 3°. ta transformée de la mùnc intersection sur le déve- 
loppement du cylindre. 
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L'énonce de la question laissant le choix des plans de projection, 
nous prendrons pour plan lioriaontal un plan perpendiculaire à la gé- 
nératrice du cylindre donné , et pour plan vertical un plan à la fois 
perpendiculaire au plan horironlal et au plan donné. 

4=8. D'après cela, soit (FQ, QR) lu plan donné , cl ABCD... 1s trace Pi. Jf. 
]:0p/0i]1:lIl: iJ.j !,i :;L.r!^.x evliL]ilii'[Li'j .:n:[i[.v. " l\i i .> !cï \:oivA-. '"'.lté 
surface auront leurs projections horizontales sur la courhe ABCD... , et 
ses élémens seront des droites verticales (A, oA 1 ), (Ii, liï), (C, cC). '.., etc. 

De mume que les points du cylindre donné se projettent horiiontale- 
ment sur une ligne ABCD . . . , ceux du plan donne se projettent verti- 
calement sur la droite QR; donc les points (le l'intersection cherchée, 
devant sa lionvcr à la fols sur le cylindre et sur lo plan donnés , se 
projetteront horizontalement suivant ABCD. . . , cl verticalement suivant 
QR. Et comme les élemens du cylindre sont tous compris, en projection 
verticale, entre les contnnrs nA ; ,:t ( ;G' , les puitits de l'intersection cher- 
chée ne pourtont oiiip sur QR <i>n; la priie A'G'; Jonc celte inlcr- 
section sera la courhe (ADCD. . . , A'G 1 ). 

D'où l'on volt que , d'après le choix qoe nous avons fait des plias 
de projection , l'intersection demandée se trouve représentée immédiate- 
ment au moyen des lignes qui figurent les donoées. 

ne s'unira que de rabattre le plan (TQ, QR) sur L'un des deux plans de 
projection, ou sur un plan parallèle à l'un de ces deux plans, et l'inter- 
Eection (ABCD..., A'G') viendra s'abattre sur ce plan suivant la courbe 
cherchée. Soit MH , par exemple , un plan vertical parallèle au plan ver- 
tical de projection, ce plan et lo plan donné (FQ, QR) se couperont 
suivant une dtoite (AG, A'G'). Imaginons que le plan donne tourne au- 
tour de cette droite jusqu'à ce qu'il cnmiiile i« le plan MX ! dans 
le mouvement , les dilTércns points de l'intersection (ABC. . . , A'G') ne 
changeront pas de situation par rapport â l'a\o de rotation; doue les 
points (F, F'), (IL *") . situés sur la droite {Fil, K) / perpendiculaire 
à cet axe au point (0, 1"), et distans de ce point des langueurs OF, OU, 
seront, «presse mouvement, sur la droite «F'u perpendiculaire en F' à 
1W A'G' , à dos distances du point F', <pF = OF , «F = OH ; c'est- 
à-dire que ces poiuL; seront, li.' premier (>', F') en et lo deuxième 
{II, W) en n. » 
En faisant les mêmes constructions sur d'autres points de l'intersection 
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ii- demandée, on déterminera le rabattement A'SyftfG'.. ., qui n'est airtre 
clioso que cette intersection dans sa véritable grandeur. 

430. Passons à la construction du développement du cylindre donné, 
et de la ligure que prend sur ce développement l'intersection (ABCD . . . , 

nières, et imaginons que les petits plans formés par dens élémens cun- 
secutils quelconque [oin n^ul , ;n:i rmc il.; ri:: c I m i ] i ères , jusqu'à ce qu'ils 
soient tons compris dans un même plan ; l'ensemble de fctjrs nouvelles 
positions formera le d'ivelupv'.nicii! ihiTehc, et il est clair que la conrbe 
ABCD... sera une droite sur ce développement. En effet, tous les élé- 
meus du cylindre sont perpendiculaires s cette courbe; donc clic sera 
composée, dans le duveloppemcnl , d'une infinité de petites droites 
comprises chacune entre deui élémens voisins cl jierpenilicnlains à tes 
élémens ; or, dans le mouvement, ces ieax élémens consécutifs con- 
serveront leur parallélisme ; donc, après le mouvement , tOils les élément 
seront encore parallèles ; donc toutes ces petites droites formeront une 
droite unique. 

D'après cela, d sera facile d'avoir le développement du cylindre donné. 
Soit aV une droite quelconque tracée sur un plan ; prenons ce pïsn 
. poor celui du développement cherché, et prenons la droite n'd' pour 
représenter sur ce développement la courl» AHCD.. .A. On portera les 
ares AB, AC, AD..., 1 partir d'une origine commune a', dé a' en b', de 
d enc 7 , de/t'etiff , etc., sur la droite a'a'; pr les points af, 6', c', </..., 
on élèvera des droites n'A" , S'B", e'C"... , perpendiculaires à rfn" , et 
l'ensemble de ces dreilcs représentera le développement du cylindre. 

43 1 . Four rapporter la courbe (ABCD . . . , A'G') sur ce développe- 
ment , on remarquera que les points (A, A% (H, B') , (C, C) . . de 
cette courte , sont, sur les élémens (A, <t\") , (B, liW) , (C, cCJ . . . , au- 
dessus ilii phm Jion/i.ist;! , <:Y-r-:'-iliij: rn,-ili'--ns île h courbe ABCD. . . , 
des hauteurs respectives a.V, &f , et' , etc. /cl l'on- en conclura qn'en 
portant ces hauteurs de a' eu A', de *' en B", de c'cnC, et ainsi de 
suite, les points A", B", C. . . appartiendront à la transformée deman- 
dée : donc , en réunissant ces points pr nne ligne A"B"C" ... on aura 
cette transformée. 

43a. Mous ferons observer que lorsqu'd arrive, comme dans la figure 
prise pour eiemple, que la courbe ABCD. ..A soit fermée, rien ne dit 



Digitizod b/ Google 



que la série des ara AD , .AC , AD , elc. , soit termine à l'un de ces n s*, 
arcs; donc il est nécessaire d'admettre qu'tile soit indéfinie, c'est-à-dire 
que U courbe ABCD. . .A soit formée d'une infinité do circonvolutions , 
qui partent dn point A, tant d'un côté de ce point que de l'antre c6W, 
S qui se rectifient sir ia droite indéfinie rid' f depuis le point a' jusqu'il 
i"jjin"[ii *ï.f Cl- piiiLf , fl lli[-,ifh I..? Lr.viuo puLlil imnilà l'iPiliru :: 

droite. Il suit de là que l'arc A'^A'" n'est qu'une partie de la trans- 
formée A"It"C"D". ... et que cette eourlje s'étend, à l'infini à droite et à 
gauche de l'élément a" A"- ' 

L est aisé devoir que lorsqu'on aura porté l'arc ADGKA de en a", 
il ne s'agira , pour développer l'arc ADGKAB , que de porter AU =s a/tf, ■ 
au-delà du point if* , jusqu'en un certain point que nous nommerons A", 
et que, pour avoir le point correspondant de la transformée , il faudra 
porter la hauteur bV = h'W , au-dessus dit point fr". D'où l'on voit que 
les points de la transformée qui suivent' le point A" sont placés Tes 

placés aussi les uns par rapport aux autres- Nous conclurons de Là que 
la transformée de l'inlersceti on" demandée est composée de parties égales 
ù l'arc A"G"A'C , lesquelles s'ajouten) les unes aui autres , et ont pour 
longueur commune le développement d'une cirtij:ivû]i-.lio[i J..: l.i 
courbe ABCD. . .A (*). 

' . jJ33. Connaissant les deux projections ABCD , . . A , A'G', de llnter- 
section cherchée, son rabattement A'gjJ'. . . . A' , et sa transformée 

sur le cylindre ABCD. ÎTei s'il fallait la décrire sur un cylindre solide, 
égal au cylindre donné, la transformée A"C"A" en fournirait un moyen 
à la fois fort eract et fort simple : car il ne s'agirait que de prendre la 
surface plane A'WA'"G"A", et de la rouler sur le cylindre solide de 

*W formeraitr'sur ce cylindre, une courbe tout-à-iàit égale à In- 
tersection (ABCD. . .A, A'G^. 

454. Si l'an avait fait un autre choii de plans de projection, l'inter- 
section demandée ne se serait pas trouvée immédiatement représentée ; 



(•) SITacjUndH dumrf fit comme dam l'épure un cylindre à Um cirenhire, la ligne 
r.Wluc A'C>. . . A' «r. ellipUque <5Bi), cl la truiAnèi A'C'V «ri uns sinusoïde. 
[^y,= Hoie 7 .) ' • 
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l64 LIVRE IV. INTERSECTIONS DE - SU HP ACES. 

contre des élémens du cyliudre donné avec le plan donne (6a5). 

435. Exécution de l'épure. Le rabattement A'Cy JiçG'nA', de 1= conrbe 
demandée, étant situé dun- I.- [il.iu vertical MN, il est caché par la partie 
antérieure du cylindre donné ; donc les arcs -de ce rabattement, qui sont 
compris entre les droites ah' , gff , doivent être ponctués. Il est ûcils de 
voir comment les autres lignes dont noua avons prié doivent être misée 

t,UO tal*d Parli,J '' iU ' C ' lil " i r ^bT't iio rtlLY^V'* ' C P ' a " llDri ~ 

évidemment II transformée -de l'intersection du" cylindre donné et du 
plan Xï. 

On parlera plus loin (5orj — 504) des tangentes </F, n'f et <jT". 

d'an plan; a", le latallement il? ri-i/r iutmrcihm ; 5°. la transformée 
de la même hitFrwiù»! M/y I- 1 1 .-' \ .-Y. vh.v.-vj/ /u • nrf<n-e itu cône. 

Lorsqu'on résout un problème, on doit employer les moyens les plus 
simples pour arrriïci à sa ."liaimi ; d'rijuès cela , nous prendrons poui 
plau horizontal un plan perpendiculaire h l'axe du cône, et pour plan 
vertical un plan à la foU perpendiculaire au plaa donne' et au plan 

Suit donc (A, A') le centre du cône donoé, CCDE le cercle décrit du 

pTan horizontal; enfin, soil (LF, FI)') le plan coupant donné. Le contour 

mens (RÀtJ, R'ATj), (QAR, Q'A'S). "** 
43 7 . Cela pose, on voit d'abord que les points (B,F), (C, F), (W,t,V) 

plrce' qu'ils sont con.muns au! traces des dcu> 'suri ( I 
les deuv derniers, pans: qu'ils sont ceux où les élémens (RAQ, K'A'U), 
(QAR, Q'A'S) , percent le plan (Lf, FD'). 
Four avoir d'autres points de celte intersection, on mènera des élii- 
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CH. I. 1JSS INTfiliaSCTIONS DE flans et de suhfaces... iGE 
mens (Il'A, HA'}, (H"A, HA 1 }, du cône; on déterminera les points (T, 1), n.» 
(T, I), où ils percent le plan (LF, FIJ') , el ces points appartiendront 
à la courbe clietcl.ee. En menant dune un grand nombre dëiémens 
du cone donné, on trouvera autant de points de cette conrbe qu'on en 
voudra , et l'on pourra bientôt décrire ses deux branelief (Bl'-Ml' C, I MO . 
(DGE, D'G'). 

A la simple inspection de la figure, on voit clairement qu'en prolon- 
geant indéfiniment le cone et le plan (LF, FW) , ces deux surfaces conti- 
nueront toujours de se couper; d'où il suit qnc les branches (BTMT'C,FM'), 
(DGE, D'G') , s'étendent à l'infini (*). 

/ ( 3o. Cherchons maintenant le raliallmiciïl de rii.lri-scctlon obtenue. 
Pour le trouver, nous imaginerons que le plan coupant (LF , KD') tourne 

, il ; le mouvement qui aura lieu, chaque point ([', 1} de la courbe 
(B!'MI"C DGE, Kl)') décrira un cercle dont le plan li sera per- 
pendiculaire à la cliii:; !'!:■.' , i:t lloilt k i;:,v;Ll il:: 1 .! !n :]UU:i:r-.- AL du [JiJÎ:it 

(F, 1) à la droite FD' i donc, si l'on porte cette distance de I en i, le 
point ï sera le rabattement du point (T, I). En opérant de la même ma- 
nière sur d'antres poinUdel'interseetlon(DI'Ml"C...DGF,, FD'), on trou- 
vera de nouveau! point* du rabattement de celle courbe, et lorsqu'on 
aura un nombre audisant de ces points, on décrira les deux branches 
Vinid, plp'", du rabattement demandé. 

ijîg. Noue ferons remarquer que l'intersection du plan et du cone 
■donnés est composée de deux parties symétriques par rapport au plan 
RQ. Il en résulte que si l'on porte la distance ff, de F caf , sur une 
droite F/ perpendiculaire à la charmera FD', et qu'on mine la ligne fj ' 
parallèle à FD', cette bgnc/_) divisera le rabattement «WjV. . .pif. . ., 
en deux parties symétriques; en sorte qu'après avoir mené la ligne IT, 

et de T en J. ' 

£ommc la forme de la courbe i'mt'jV plp" 1 est indépendante 

de la grandeur Ff , il est clair qu'en construisant les points de celte 
courbe, au movén de la ligne// , ainsi qu'on vient de construire les 



O CesiUnilnuKta.torrMol une hyperbole 1561?. 
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pourra prendre la distance Ff absolument quelconque. 
:. L ;ipp!ii||-,<T.l pio/ilerne ■ J : L ■ ■r-'l- 

' s le développement du conc donné, on remar- 
: cûne, situés sur lr cerdo (JJCDE, R'Q^, 
s*ot à li miiuc distauce A TV du sommet (À, lV), et qu'ils forment par 
conséquent, sur le développement cherché, un arc de cercle dont le rayon 
est A'il'. D'après cela , prenons sur iw plan un point ai menons par ce 
point une droite tau , que nous pi-endrous pour représenter l'élément 
(KAQ, R'AD) ; décrivons du poiut a comme centre , avec le rayon 
ar = ATI', un arc iTl ci-n:li: ; parlons sur cet arc, à partir du point 
F, l'arc RBEQ (le r en y , et à pailir du même poiut r, mais dans le sens 
oppose , l'arc KCDQ de r en q'. Lnlin , menons par les pointe q , q' , et 
par le point a , des droites indéfinies qa, (f/i : les deux secteurs opposés 
ifeq' , sas', que l'on obtiendra, représenteront le dévclappemsnt do 1* 
surface du cûne {(A, lif) , (DCDE, R'Q'J). En effet, imaginons qnr, cette 
Mirlace s'ouvre suivant l'élément ;n.\t'. , IV A S), pour se développer suc 
le plan tangent en (R, IV) ; la droite (IIA, n'A') se trouvera.eArc. sur le 
développement, nue cerlaino droite ra égale à H'A'i la cjrconfiîraïuie 
(JUCIU1EQ se trouvera être un arc o/ra , décrit dit point a comme centre 
arec le rayon ar, tellement que les longueurs développées do cet arc ot 
de la circonférence QDCKREQ soient égales entre elles. Donc l'élément 
(QAR, Q/A'S) se trouve.:, dans les dent positions '/us , ,,'at' ; donc le sec- 
teur qaq' sera le développement île h nappe inférieure du conc , et Te" 
secteur sus', celui de la nappe supérieure : donc enfin ces deui secteurs 
représenteront le développement du cfme donne. 

11 sera aisé Je [appâter snr ce développement la section (BMC. . . 
DUE, l'D')i car si l'on porte l'arc 1111' de r en h', ot qu'on mène la droite 
h'a, cette droite représentera l'élément (H'A, HA') ; or, cet clément con- 
tient un point (I 1 , I) de celte section, et.ee point est situé vers le sommet 
du cène, àu.ie distance (HT, 111) du point (H', H); donc si l'on construit 
cette distauce et qu'on la porte de h' en f, le point i sera, sur le dévelop- 
pement" du »W, la position qnociupc le point (I', 1). On trouvera parle 
même nioveu la position f du point (I", I), cl en répétant cette con- 
sfruction sur un assea grand nomhrc de points de la section (BMC. . .DGK, 
FD'), on obtiendra la transformée cï'mi'b.. .ilp'^' .. .gp'c. .. de cette sec- 
Comme nous avons supposé que pour développer la surface donnée on 
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en. l dés nttâmcrtok» de plans bt de surfaces... 1*7 
ouïrait celte surface suivant lelirraen! JQAR , Q'A'S), il est clair que la 
branche supérieure de l'intersection demandée se trouve divisée en deux 
prrics f/pY, S,"' 1 '. '<■ dévelop|tanlenl du corre. 

4ijs. Pour n'icr les idées sur des parties bien connues dn eAnc donné , 
nous ayons coupé ce conc par nn plan horizontal SU, situe au-dessus du 
plan horizontal à une hauteur égale h deui fois ùk', et nous ne nous 
sommes occupés qac de la partie du cène {(A, A'), (BCDE, R'Q')}, située 
entre les plans R'Q', SI', tl est évident r|ue tour. le". élément de ce cime font 
le mémo angle avec la droite (A, niVaf), et il en résulte qu'ils percent le 
plan SU en des peints éloignés du point (A, A') d'une même distance 
ATJ = ATI'; donc le bord SU de la nappe supérieure du cône est sur le 
développement de ce conc un art itu' du mîrue rayon que q'rq. 

cl en même ler.ipç pr.uv simplilie: j e:iL;rrr, .tuc ■ ■;ill:- ;-.v.e.|]r. sup/yj'i: 'f.i; le 
développement fl'rn, du ecrelcQUCItlHHJ, sn-nVtr.it en ..' et / : car, après la 
convention de placer le point R eu r, il était naturel de porter les arcs RU', 
RB.REQ, RF.QC,ctc.,dercn7.',deren 6, etc., sans s'arrêter à aucun 
point Q; et de porter pareillement RÏP, RC, RDQ, RDQB, etc. , en rh", 
rc, etc. , sans s'arrêter non plusà aucun point Q. De celle manière, les cir- 
convolutions infinies de la trace BCDE se seraient développe^ sur tuie 
infinité de circonvolutions du cercle nlj'n/i'; les branches de courbe cï'mi'b, 
rfp"B'. iTP'e, se seraient reproduites à l'infini, et les deui dernières, au lieu, 
de s'arrêter à des points g 1 et g, se seraient liées à d'autres branches sans 
que ces points eussent rien de remarquable. 

Si le plan donné (LF, FD") avait eu pour trace verticale une droite jir, 
il n'aurait coupé que la nappe inférieure du ciuic , et l'intersection deman- 
dée aurait clé, comme dans le problème précédent , une courbe formée, 
l'onr mettre plus de variété ibn' le* liions qui coihju kchI les épures, nous 
avons choisi la trace FD' tic façon nue le plau (LF, l'D') coupe h la fois les 
deui nappes ducilne; mais il résulte de là cet inconyc'nienl, que les élé- 
mens de ce conc perçant le plan (LF, FI)") sous des angles fort aigus, il 
est difficile de dessiner lvpure :m:i: eniciû mie. On obviera à cet inconvé- 
nient en déterminant les points de l'intersection cherchée pr le procédé 

443. La surface donnée est une surface de révolution dont l'aie est 
{A, an'), ctdont la méridienne principal./ est le système des déni droites 
(RQ, RT!), (QR, Q'S); donc, si l'on coupe le plan et le cône douces par 



un plan horiiontal quelconque IK', ce plan déterminera sur le cûne {(A, A'), 
(HCDE, R'Q')) une sirli.in circulaire (1TP"KF', IK'), el sur le plan (LF, 
FD') une section rcctiliejne (0\, 1); ces deuïstetic-ns, silures clans le 
mime plan, se rencniiIiTrniil en général en déni points (F,!), ([", I),qui 
appartiendront évidemment à éinler-ectiou cherchée. 

Si I. ::r>:!iou \ K" du plan auxiliaire coupe la nappe supérieure du cùnc, 
la leclions (KPTTTF', K"V), (PT, PJ, se rencontrera nt en deuï points 
(F', F), (P", F) , de !» brandie (1)CK, Cl)'], de celte intersection. 

4^4- r*" 1 reiiirn i[i]'rr qui; lu i- le- pi.iinl- .l'un i.idi \ K* ( de la Sur- 
fine d. lunée, élatlt H : lni^iu!^ .lu - ii:uiii. I f.\ , A'! il"u iié.u.: ili-l:'nce A'K", 

les points de ee eeruli: -.uil ijiii-i:--. J i: , .:iii.:n[ distribués, sur le dévdoppcment 
du eùne, suivant les points d'un an: circulaire tp"l;p't', dont Je rajon ai 
égale A'K". Il resuite de là que pour rapporter sur ce développement les 
points (F', l 1 ), (1", 1'), il .ullir.i de décrire avec un rajon A'K" l'arc (kl', 
et de porter le! arcs egau* KE", KP", de i en p 'et de A en p", sur ce même 
are lh'. Les points p' et p", que l'on trouvera ainsi, seront les points 

Le plan IK' ajaut clé mené de manière que la droite K'K" soit perpen- 
diculaire à la ligne de terre, les dcui cerdes LK', VK", ont même 

/'V'iV, du même cercle tkt't!*fP. Et comme le ecrele IK' passe par 
les points fl 1 1), [I", I), le cercle (/V'iY") doit nécessairement contenir le 

P °' a1S r d r Si co dro' ' • cÛ 1 

conque , l'intersection demandée et son rabattement s'obtiendraient de 
même par les procède* dm n'" 4".- , ,'|ï.1 et .jjy. Mai- il faudrait employer 
des moyens que nous i:*[>o-i.ii>:u [>lu- loin '0 ■>■.-) . -1 l'eu voulait obtenir le. 
iléveioppejni'iit de ce cùne et li transformée de l'intersection demandée. 

'Exécution <!<■ l'qmrti. On a supposé qne le plan et le cûne donnes 
étaient terminé- .111. plan Imi-îiiuilnl SI! : il en résulte, 1". que sur la pro- 
jection boriflouUilc , l.i nippe ii.i'i iiiuii,. du cime est cnactement cachée par 
sa nappe supérieure ï a", que la branche BMC de l'intersection demandée 
doit être pouetuée ; Z". que la section SU, qui termine ta p.irtie siipii-ieure 
du cime , se projel.li; lnn i/cn:.il. iii. v! : iii vi ril le ccrele t^UE, cl que ce 
Cireli: doit pnr Oïl-, .[u.'iil Hi i: indien-, riu ïiiQV.'u .['uni lii;.l<: pl.int; . F ". q-.ie. 
la partie du plan donné, que l'un innsidérc dans lepure, est comprise 
enlrc les horizontales (l,F, F), (FD, D'), la dernière, vue dans tonte sa 
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couperont en pendrai en dcu< points, et ces p 

demment à h courir cherchée Soir. G'H .... de ces plans; il coupera la 
plan (DE, DF) suivant la droite (I™". 11), Et la génératrice (BC, B'C) 
suivant le (G, G) : or, ce point, dans la génération de nijperholoîde, 
«uni décrit un cercle situe dans le plan G'H ; donc si nous décrivons 
du point A connue cjril:^ , nv.'C II 1 l:ivu:i .\G , un cjrclc GIL', ce cercle 
sera la projeclion lioriiontaie de l'intersection du plan G'H et de la sur- 
face donnée ! donc les points I, Y, seront les projections horizontales des 
deux points (I, H), (1% H) de la courte cherche* (KHI', K&). En menant 

vient d'opérer sur le plan C'l[ , on obtiendra de nouveau* points de 

exemple, il importe d'obtenir directement les points (K, K'), (S, S), 
où clic |icrcc le méridien principal iD. Or, si l'on fait attention <]uc ces 
points résultent nécessairement de l'intersection de la droite (dl.DF), avec 
deux des postlions <;r[M pi-mi l.i ^.'iii'i iilrio! (BC, B'C'), quand elle se ment 
pour produire l'hypcrboloide , on découvrira aisément le moj'en suivant 
d'avoir lts points. 

'a droite (cil , DF) tourne antour de l'aie de rcvoln- 



îx points pnr l:i geiicrali-ÏL-i! (HC, D'C), et ce! points ap- 
^ ui olémens diffcnniiMlu cône. Concevons qu'on ramené 

tourner i;irculilircment autour de (A, A'A") , et r|ue chacun d'eus soit 
suivi, dans son mouvement, par la génératrice ; il est clair que cette 
génératrice viendra prendre Les deux positions où elle rencontre la ligne 
(cB, DF) suivant les points oliercliés, et de plus , que ces points seront 
ceux où viendront O^nYI-T inl< i--h lion* (lu conc et de la génératrice. 
D'après cela, il ne s'agit plus que d'opérer. Menons un plan parle sommet 
(A, i)et par la ligne (BC, B'C') : ce plan passera par ta droite (Ai, ah") , 
parallèle à (BC, B'C) ; donc il aura pour trace horizontale ta ligne Bh ; 
éunc ii '.■"ij;\ , v.i !<: r.'ine :uiv;jnt l<s rieur diion^r. 7 ; r\rn r dn\. Mais la gé- 
nératrice (BC, B'C), coupe ces démens en deux points dont les projec- 
tions horiiontales sont en in et n; si donc nous ramenons les élémons 



(Am cl dJL, dans In position cA, le point » Tiendra en K, lo point m 
Viendra en 9 , et les points cherché-; (K, K) et (S, S 1 ) seront détermines. 

4io. Si l'on veut construire l'intersection (K1SI', K'ÈV) , dans .sa véri- 
table grandeur, il no s'agira que de rabattre son plan sur le plan vertical , 
comme on s fitit dans le problème précédent (é38). Pour éviter que ce 
rabattement ne sorte dn cadre > et attendu que rintersectiott demandée 
est divisée en parties symétriques par la droite (KS, K'S'), on a fait 
usas^, en employant lo procédé décrit n' /pn, do l'observation qui ter- 
mine co numéro. Eu conséquence, ou a pris tout simplement ]n droite k/, 
parallèle > DP , pour «.'présenter le rabattement de (cl), Dr'); et pour 

par le point U .. . ■ . ii ■ ! I.- :.:■]: ■ i il ■. . .. 11!' . ■■:■[■ | . i :, r Jls di- 
stances ZI := ZI', ilt - en i et de ^ en î , ce qui a donné les points i et T 
du rabattement iirf de l'intersection demandée. On voit comment, avec 
d'autres points, construits comme î et i' , on a pu décrire ce rabattement. 
. 45i . U est clair que la solution que nous venons Jeiposer s'applique 
h toute espèce de surface de révolution. 

Dans le cas que nous avons choisi pour exemple , ou peut résoudre la 
problème par un autre moyeu, que nous allons développer, et qui con- 
siste à déterminer des élémens de l'hypcrbolûïde, et à construire direc- 

Pour employer commodément c/moyen „on décrit d'abord les den* 
cercles (BMR, H'T), (CPLO, (VCT'), de l'hyperboloide. Le premier, en- 
gendre par le point (H, K), de la droite (Et, B'CT) , est la trace horizon- 
tale de cette surface; et le second, engendré peu 1 le point (C, C), do la 
{jdnératrica [EC, B'C) , est ce que nous avons appelé lo gorge de l'hyper- 
boloide (aâS). Connaissant ces deux cercles, on trouvera autant d'élomeus 
de la surface donnée qu'on en voudra; car les projections horizontales 
de ces élémens sont toules tangentes au cercle Cl'LO. Si doue ou prend 
un point il sur la Iraee BMli; que l'on mène ]>ar ce poi.it la droite MO, 
tangente en 0 su cercle Cl'LO ; que l'on mette les points O et 11 en pro- 
jection verticale, le premier en O' sur OT, lo second eu A' sur DIT, et 
que l'on mène A'ff, la droite (MO, A'C), ainsi déterminée, sera nn élé- 
ment de l'hyperboloide , et le point (ï, V), où cet élément perce le plan 
(DE, DF), sera un point de l'intersection demandée. On voit par là qu'en 
construisant un nombre suffisant d'élémens de la surface donnée on dé- 



Ayant obtenu un point {Y, Ï'J de (KÏ1SI', KS-), qd mènera par le point 
V la droite X'j , perpendiculaire à DF ; ou portera Xï de X en y et de 
J- en_f', et l'on aura deux points y et J J du rabattement k/i'siy. 

ï.es construit if ipir i.rlli- stilnliuii <:\i;;e oilrcut l'avantage de dessi- 
ller l'iijpcrboloïde. Kl I^l-ijul- le. cléuifir. dont elle nécessite h eonslrue- 
tion sont asiL'i rj|i|i[.>i |ns li- uni .11"- antre:-, il', déterminent les branles 
de courlie HT'S' . Tk'n, qui [LH-[iitiil ljul-i:-Li-:ui.-. la méridienne priu- 
eipale du la surface donnée, et le contour de la projection verticale de 

Exmnlmn de. Vépure. Afin que la partie supérieure de l livper- 

boloidc, cl le raballeiiiiiit t.i\\y , ni: ndijndenl pas, on a suppose que 

l'fij peilioliinln m: -e |.| .j]uiI!;i:,i i t pas .lli- lI i.sns i I u plan donne ,[lli, 1>I). 
" D'après cela , ce plan occupe la partie supérieure du système ; ainsi. 



à être vus, en projection m i In-alr , poinl- na il- Lim-hent le riuilour 
B'P'S', TK'Q. Celte conséquence suffira, pour déterminer toutes les parties 
pleines H pou iiii.ii.". de- ligm;s il,: la piiijcciiiin verticale (*). 

■: ijtidcoiiqvc- 

tin quelque manière que le plan donné et la surface donnée se trouvent 
représentés , le mojen général de solution consiste a trouver les points où 
un nombre suffisant .le pnsitiim- île l.i généi^.li-iie .li: la surface courbe per 1 - 
œnt le plan coupant; car il c<t claii- ■ j 1 1 " i ■ - b j. iÎ^i :;mr re- points par une 



jouit île la pu ] 1 enne est une faj- 

prrnolc Il l'i'niuiii-ï niiif II .ltnojnpnnliund'hTprrholoirle lia ref olut Lan à une nappa fil 
u'octord arec ce qu'un a tu ii° non. 
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Les problèmes qui précèdent oui fait voir ipje U: fiio!* 'II* plans île 
pi(ï).:cl:i]^ pouvait rp]dq-.ilt'i:i-. MlliplilL.T J>. , au'.01]p lc> n/h.- : i -. I L"i l i - f i ■ 1 1 - - - .Mais 
il c'est pas toujours :.a^ -,]>1.' ili: .li.mri.:r <:<.'S plan- : smivcnl ils sont ii\cs 
par les données du problème, et dans ce cas on est réduit à déterminer 
l'intersection demandée par lu moyeu que nous venons d'esposcr, a moins 
que le Cas pUrtknlirrr qui! l'tui fralte lie présente quelque pnieédi: plus 
eïael ou plus simple i]ic 1.: pnitcdé yélléral. 



CHAPITRE II. 

Z)ej hiternectitiii» i/d surfaces vourbei. _ 

454. PnOBLÈUE 1". Trouver l'inn-r<cctinu t-nminaoe de rli-ux cy- 

SiLjijHKons c e ej 11 mires donnés par leurs traces Horizontales, i l soient l'I.» 
(AHCD, B'J)') celle du premier, (Eltill , ! M aille du second, (Al, AT) 
la génératrice du premier, e! (RI , E'J'i 1:. "duéralticc du se«ond. 

plans à la fois parallèles aux deui Kcncratricos (AI, AT) , (U, E'J')-; 
eliacun de ces plans coupera en général le premier cylindre suivant deux 
élémcns, lu second aussi suivant deuv Jlii liens, et que ces quatre elé- 
IliecLS auront quatre points communs , qui seront des points de l'iutei-sec- 

II rculte lie- là un pi^vile loi I -.uiipl,' pour olit^uir cette intersection : 

sont nécessairement parallèles entre eux, en sorte que lorsqu'on connaît 

456. Soil (K,K') un point quelconque de l'espace; menons pr ce point 
deux droites, l'une (Kl.. K'1,'1, r-,i i-mIU-Ic ii In -énéra triée (AI, AT); l'autre 
(KM, KM') , parallèle à la génératrice (EJ , E'J); la piv.uière de cesdroitw 
percera le plan horizontal en nu point L; la seconde le percera en tin 
point H, et la droile LM sera bi trace horiioulalc d'un des plans auxi- 
liaires en question. Opérons au moyeo de ce plan; il ne sera pas uéecs- ' 
sairc pour cela de construire sa trace verticale. 
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La trace LM, du plan auxiliaire cinc nom apprllerans LM, couper» les 
I races ABCD, EFG1I, des deux cylindres donnes, en «paire pom t»(Iv, n), 
(0,o), (P, />)■ (G, g): par ce» points menons les démens (NN', nN") , 
(00', oO") , {VF, PP") , (GG 1 , S G") : ils seront dans le moine plan LM ; 
donc Lis se couperont en quatre points (Q, }), (R, r), (S , s) , (T, i) , de 
l'intersection demandée, b'n menant doue de nouvelles droites, parallèles ù 
LM, que l'on considérera comme les traces de nouveaux plans auxiliaires, 
et sur lesquelles on exécutera les opérations que nous venons de faire sur 
LM, on déterminera d'autres points de lacourhe cherchée (iieQSaiii.TRco, 
dljtyixtnf) ; cl lorsque ces points seront en nombre suffisant, on décrira 
les projections de cette courbe. 

457. Pour que les constructions soient satisfaisantes, il sera bon de 

AU , dont la. trace touchera la hase ABU) d'un des cylindres donnes, 
2° ceux, comme UV, qui contiennent un élément dont la projection 
horizontale VU' sert do contour à la projection d'un des cylindres donnes ; 
S' enfin , cens cornue HY , ,jui contiennent un élément dont la projection 
verticale H'H" sert de contour il la projection d'un de ces mêmes cylindres. 
On va voir, en effet, que ces plans auxiliaires donnent des points de h. 
courbe cherchée qu'il importe d'obtenir, parce qu'ils font connaître im- 
médiatement les de uk projections , on au moins l'une des dcui projections, 
ries tangentes à cette courbe suivant ces pointa. Opérons pour cela sur les 
plans auxiliaires AZ , UV, HY. 

458. Le plan AZ n'aura de commun avec le cylindre dont la basa est 
ABCD, et que pour abréger nous nommerons lecylindre ABCD, que l'élé- 
ment (Al , AT) , qui pisse par le point A. I* mime plan coupera la 
cylindre EFGH suivant deux éle'mons (EJ , E'J'), (ZST, Z'Z'") , lesquels 
rencontreront 1 clément (Al , AT) en deux points (-1, a'}, (s, s'), de l'in- 
tersection demandée. Or, la droite AZ étant Cmgenta en A in cercla 
ABCD, le plan auxiliaire Aï sera tangent an cylindre ABCD tout le long 
ilo l'olément (AI, AT)i donc ce plan contiendra les faneues infiniment 
petites.de ce : cylindre auxquelles appartiennent les points («, a!), (x, s').- 

cliée qui correspondent- à. ces pobits. Mois ces élémens linéaires sont aussi 
sur des facettes du cylindre EEGU; de plus, cas facottes sont respecti- 
vement contenues d;:iv. [>,..'i i i:niL T ':ii^ ci: .•■.■]im1:v; suivant positions 
(FJ, E'J'), (ZZ', Z"Z"'), de la génératrice ; donc ces éle'mons linéaires sont 
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à lu fois dans le plan auxiliaire AZ , el dans les plans langent au cylindre H 
EFGH suivant les droites (W, KM',), t.Tl! , Z Z ;. Donc ils font punie de 
tes droites; or elles sont le- i.,i™tir>ns des plans unions dont il s'a- 
gît ! donc enfin les droite EJ , Y.'V) , (ZZ', Z''Z"), -oui lus tangentes en 
(^'JcUs.^ulacou^demandée. 



it (l5a). F.I comme elle résidle de ce 
Iv:liij Li 11 L- rleoite tL.HL;..::le .'1 U lïasc du 
- ■ , dont 1» 



ic des bases des deux cylindres donnes, a pour inter- 
section, avec jaulre cylindre des diiiiti:s tangentes II In conrhe demandée 

^5g. Lo pbn auxiliaire UV ne donne pas , comme AZ , les deux pro- 
jections de la langent.; 1 l imcr-e, lion rlicrcbce, il n'en donne que la 
projection horiiontalc VU'. Ce plan VU coupe le cylindre EFGH suivant 

il coupe le cj-lindrc P ABCD suivant les Siemens dunl les projections ho- 
riioulales sont D</ et Vu; ces trois projections VU', D,/ et Un , se coupent 
en aelu 1 donc les points 11 i:t e sont les projet tien. Wiiontalcs de déni 
m (neQSBStpTBrrl , a'<j<yz'.r,r<£). a-la posé, rcmar- 
!!■ linéaires inliniment [M.i il.- , e. 1 r. ■ ; 1 ne eut -l"v 

: deux points II et f , sont dans le pl.111 vn-lical VIT, 
laofiwt au cylindre EFGIt , et nous en conclurons que les tangentes à la 
courbe (rte£JS;«... a'ur...) se pir.jellenl linu.onlalement suivant VU'; 
fcesl-à-dimr|ue le contour VU', qui correspond an plan auxiliaire UV, 
louche la, courbe mQSui. . . suivanl les points 11 el >■, que le plan UV 

460. Le troisième plan auxiliaire Hï donne deux points de cette inter- 
section, auxquels correspondent des tangentes qui ont pour projection 

EneDït, ce plan IIV coupa le cylindre ABCD su^a^rdeurelemens qui 
pwlent des points Xet ¥, et dont les projections verticales sont X'x: , ï>; 
ces projections rencontrent H'H" en deux points x et y , el ces points sont 
■ ?ux poinls de l'i :i [ ers ee lion de- 



w tîcgi; donc ces dlmmis prolou^i;, rVfl a-dii',> les tangentes à la courbe 
(ac(^uz... , n'r/jj-ï'. . .), suivant ivs points, ont H'II" pour projection 
verticale : donc on lin .vit.! droite 11 II" Inni-be en .rtt )■ la projection ver- 
ticale n'o-ft"'*"»'. fI '' riiiUmcction demandée. 

4fii. Dans l'exemple que nous avons choisi, chacun tics tien, cylindres 

élcmcns du plus petit rencontrassent le pins gros, ce dernier se trouverait 
perce par le premier de part en part; l'intersection se composerait de. 
dcui branches , l'util d'entrée du piMil ryliinb-r dans le grand , et l'aatra 
de sortie, cl l'on dirait iji.il y n /■■ : iu 1 /m!iiin en lit ces dem cjlindres. 

/fil. Eu général , une brandie île lïntiTsiTliuii de déni surfaces est une 
limncheik jii'iiélntlitm , lorsque louteslcs positions de la génératrice d'une 
de ces surfaces ont un point sur cette branche ( parce qu'il arrive alors 
qu'une de ces surface tnvcw [ :itilTi::;i:\-if l'anl:.'. l]ans le cas contraire , 
c'est-j-dire quand l.-i !>. : in-i-ntric i x rie 1 une des surfaces n'ont pas toutes un 

point sur une bram:be de leur inli'i'-^:: i r hj j II.: braiii'he est une bronche 

,î arrachement; parce quelesdeux surfaces, au lieu de présenter une pénétra- 
tion, 1 ne font que s'enta mer mutuellement ("). On doit sentir d'après cela, et 

ptser de plusicu rs bran ches , les u il es de pén ctration , e t les autres d'arrachement. 
46Ï. Si l'on imagine que kcjlindrc EFGH soit sensiblement plus petit 

le cylindre ARCD suivant deux br.inc'n- de pénétration, l'une que l'on 
appelle la courbe ifmurr . i:t 1 nuire que ,1'nn appelle la courbe lie rorf/eT 
Lii première b: b'.n des i>oiiii^ un i'l< : ilu petit cylindre entre- 
ront dans le grand; et la seconde, celui des points uù ces mêmes élemens 
sortiront du grand Cylindre. Si l'on conçoit que le petit cylindre grossisse 
peu à peu , il arrivera bientôt qu'un de ces élérnens, au Heu de percer le 
gros cylindre en deu* points, ne Cln-ti plus qui- le foiiebercn un point uni- 



foanebo Ae nccCtraliaii, et, SDua le rapport d'une autre grucralian, un? Iiranchr il'atrjiche- 

!9 G . , :m'r,..liDU la plus .implr, ..a >..,;, , iiib.irrijjO pm aj.|.l les nom! J'orm- 

yAnHiri et de pittealk*. 
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a' Rèole. Deux e'/e'rnmj, loin deux cachâs eu donl fun est cocfte, ta 

lîs règles, qui sont fondées sur ce qu'il faut qu'aucune de? lijmes qui 
passent par un point nr -=nit laelicc, pour que ce point soit vu, s'appliquent 

Les^le'nieus qui partenl'des points A, E et Z, sont vus en projection 
horizontale; donc les p.iiril. il i:l : sont vus. Les mimes élémciis sont VUi 
eu projection vcrtii-al., ; donc le-, pointai' et:' font vus. Des dcui oleioena 
qui partent des points iN et 1', celui qui pa:l dt: ce dernier point est caché 
sur k cylindre Er'G", tant en projection hwi/oulalc qu'en projection ver- 
ticale, donc le point (Q, e), où ils se coupent, n'est vu ni en projection 
horizontale, ni en prujeeliini verticale, i.c- dem élémens qui partent des 
points 0 et G ne sont vu' ni en [ii uji-eiluo l™ï«ml:ile, ni en projestioa 
verticale; donc le point (T, f], où ils se coupent, a seedcui projections 

sait, d'après ce qu'on a\u 




termine les par- 
ties des élemens vus d'un (';. liiiùYe ijiii s-jiïhiI tn.-kiies par l'autre cjliudrç. 
Ôn fera usage pour cela des plans auxiliaires. S'il s'agit, par exemple , do 
l'élément (Al, AT) du cylindre AHCD, on remarquera que le plan a.uii- 
liaire AZ Jaitw au-dessous de lui toute la portion de surface qui s'appuie 
sur l'arc EFG1IZ, mai. ipi'i! est au-de-.i,n,s de la [met ion qui passa par l'arc 
EZ; et l'un en conclura que la pnpji-i ii.pii |juj-i(uiit»li: AI de l*élénienl(AI, 
AT) est cachée de a en c'et-a-dùe d.ns l'intervalle des deux élémeais 
Él.ZZ', qui partent des extrémités E et Z de l'are EZ. Pour la projection 

s!, 1 p oj c o l' M 11 \! ' I ^da is'cc plan. 

S'il s'agit de l'élément (\V, „X";, «ii„é ,1.-,,,. le pl.,,. auxiliaire Lit, on 
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«q&iciin, lYWotLQ, pisbngcnent de LI, icn oclii; «hus le 
srtion , lilué h la rcnconlrcd: LQ ri de ISCï , sera cathi En projKlioii 



tanijutt ilant damai, tndtmandë bur i«(JW 
:a conique) à ban circuLiirc^ctchoiiLsiDu 1h plan 



,li ta* de 11 »•««,« .. . 

d MpgnH nH ;i l'on coupe lu dtuï fiuriacrï donnée-i pnr un (jiltipa de 
I - !-.: mltrpar lei-Dmraeis (r,i), ((, /),« >nr« pouriscUoci dscli- 
3 auruitcl qui se rellconlrt.'rojjt WLTUlt dea points de l'ialtrscclioD dcDundte. 
W(1llll ulUIIHl p»)l InHe f-, -'■'!■ kdltt Ira™ boritOUlh ssl le poinL 
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l8G LIVRE IV. MiTEH SECTIONS DE StmPACBSV 




manière ciuclo plan horïioulal soit perpendiculaire a L'un des oses de revorution, et que 

D'.prci cela , voient (A, l'A'] l'aïo de l'h^rWe-ido, H'CCE la méridienne principale 
decnli'jIKrlokiiJo.lCr.l/r) î'.n«.li= r.:.:„l„V:li.,,:t ;C.r, jUKMl.V) sa ii.irldir.nne 

lénlgilon. 

^8<>. Pour construire les points du rinlçrseclÎQn demandée, il faut d'aLord cliollir UiL 
&y 3 linicdp surineci .-mïili.iircj <|iqi d 1 '^1 r:r. i n L r: 1 .sur un .c.-. données-, une suite do H» 
lions Us plus simples pnaiildcs. Or, après un peu lie rOllciiuu . "in reconnaîtra facilement 

^SoLt DCE.M le B rjmd cercle d'une de cca jobéres aitue" duru le méridien Gt\ IL éal clair 
que si l'on fail tnuriier ce cercle autour de l'aie (A, A' A'), en mcow tenir,; que l'Iijner- 
uokîB'CDE,i!coc,i.iilrirj 1 I:.i|i:lIJl : I ai.|i:.r li-.ii! . .: . ; uc lu courue ca- 

|^ndrPral'lnn.:rli->l.u:lH- .ï'.inii': , .11 ".rt^ .| 111 1 1 - -i [..iiils Ce! D , connu uns auEgeneralricei 

sntiOre auïitiairc , la parabole engendrera la parqboloide r et ha puiutsï cl h. engendre- 
ront deuï cerclée lQ,KU,ccmnjuusà ces deuï suriacea. Il suit de la que le» rpJBLcc «cr- 
clea Dci" ( .CP, IQ. IsM, dont les plans son! perpelld Icalaircs an plan vertical, cl 11 ni appar- 
tiennent . Ici déni premier' > l'Iivpcrbnloidu, 1er deur. derniers au paxalioloide, cieul si- 

II scre.f»cikdo construire leura projection! Lnriionlnles. Peut a-uir celles des pointa 
rjui sont projeliS. en s', par eicmple, ou construira la prejeetion WiioolaJe >ùda cercle 
Cl'ionruencr.Iadroiloa'i perpendiculaire ilalicnc de «tic, cl Ici poiotsi et 1, ou 
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«lie liBnetwipmlewnfeïC., Kront tel pTojetlioi.. Wironlale. rfwpnhju.flq wHe PI 
oec Ici .tre. poînls (j r i ), (=, l'J.itranl 1lc.11 r.».nl! du l'iule™.!.™, ilctnandie, 

Istamlioa, itliinlKlloo p-)umom!(rnircLci <Irui branche. * yi'ai*, 3'™') , (nivH, 
r'.'rV.-'),oni licompostnl. 

flgo. £re™Iitw (f= if/'.,,.-. On si,|.pos~ rju. I.. Jcm iurlites dunnie. joient lenulnre. 
!□ plan hotïumtiilKE'^gï coupe ni; T -T7M:.r,l.' sciv.vi: le .l'-elc vu fllU'H', EE - ) , et le 
paraWide .niT.nl U combe au*i ,t (VXY, VTT). 





des intcriectiem de ce* plan! avec lollW S ri a, od prendrait peur pLin. ami- 
linire., .iiiliquonoBil'jijivisuppgiilr.' i ji, . I.i,,l>nïl„uiw„i,u..l)an> 10111 1« coi, on 

Striai ™slj-uctioo. qu'il .er^utlç^ lurfices courbe.. 

coopérai la .urfaeeS lui.antimt mile Je conrLcs M , .- , et la lurfacc, .ui- 

fanl une lulto d'autre, courbe, m,*.', ni*. . . Les wclioniM et -, M' et M' et m'.etc, 

run piint. n , t , r. . . , .ilué. aur la srutlcc E ; i', a'. . . , làlsii agr la .urlacc X' ; n - . 6', 

face. Sol., il ac^agisislai^^a^is^klim^tiri^ lin™, pour obtenir 
louleilciuraiuili!iiio'o"...,H'i"....<c'i"... , olc.,dc rintcrseclion cbenbée. 

491 11 esl ckir que pour ruener ce.li E no., il&ndm ^ibsimol t U»r Icrnûti 

...1L1 Tins -i, I:, e. . . , .r 1 , .V, ,'. . ., .V, f.', c" . . . , cr,..,„:k.ii I,-; lnl.< il' I..;..c -|ui le. licr.irc. 

Je. uns aui nuire* Sjlls .i l.. , mil n.'.lt .[.m... i j.ii 1 ■ u n ..ii::r i.-iit. ni i-i point» do lirDinclic. 
ilifférenles de l'inlmeclinn demandée, el les irci Je courlc qui en opéreraient la jc-uelion 
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Lccluimimt des iwinlioMenpi prùcnla quelçucfois de la difficulté-, moù, Icnqueles 
■ KClioni auiiliairra soi.L r ,vi.l„ t IjMini-i ,1i.< i.ulres, i',j:|it.: tL.ii|i[ii Je secliui.s Correintm- 
liante., M et m, 11' « <i', M" .'I m", rir. . .Ii:lTTr p™ lin 11 aufe i.ui.anlo «t. Je II couple 

493. Sonrenideulmii^ltrtulliimt. et les jurlaces liuuiairei qoi s™i d'encfibS 
faut J II antal 

tien fjuele rapprodii'm'iil mirii^-H'.'.-. :s iIulï. I.r-., i]iil].|ij.:Hl'.jriliii„iri.'iiir 

4g.f. Le ciio:iJrs>[irr.t.-.iu,;i ;„;■■,■>, i«..:r 1| ,„.i.-, t.ii,i,.„t:(,mHiicDt]rapiiu>iin[Jti 

possible!, est un omet liicn imporiaur. nrniriv i viv.ir pelions furliculLensi 
cnapitH ioiq àeeiploM i- l-.^ :. r-^ .!■ i-. .-. - 1 ."- à d'autre*. 

difficiles Ja la | Il olulioa gcnârala 

claircir Coules les JiJEcullés, on pourra déterminer ce» iblerseclioua dans tous Ici cas 



CHAPITRE III. 



mrawi. On lapilli.] .mr;i plus loin (.>t8-!ij.i) a des memples pourlcsnue 
il présente des avantages prticulïcrs. 

\çyj. Lorsqu'une des deux surfaces données es 



développai île sur Il'i-[1Jl1 es! le point V. F:t 'il l'au: il iIjili un'nl petit de l'iuler- 
sccliou auquel apparlibinr I ■ r i uiVun- pnjiiil i . L'éli ni j! l-1 Tare m dêler- 

surfacc: donc l'angle de l'on: m et il ■ l'-lsJnx-Ti r , m i Luxera pas quand on 
fera ce développement. Mais l'arc m est d irise, sur lasui'l'arndcyeluppoble, 

tangente à la temsftnnee) donc les ntigles de lis Innées et des âémais 

U suit de IL que si l'on «il mener une tangente à l'intersection , il „ e 
s'agira, que de construire l'angle du ei-td' langcnlc avee l'élément de h 
•-.urlace develnppalite sur Inpitl -er:i I. 1 puint il*: e.intart , ut île rapporter 

/ t ijS- Les moyens di: mener Ih^luIl- -i l'tn l>: i-.-«:4:l]riii de dcim sur- 

ivêc le plan tangent a 1 autre ; ces deux plan! n on! pis, par conséquent, 
d'intersection commune, ou plutôt , ils ont a la fois pour intersection loutes 

les plans taugens se confondent, le procédé du 0" liyG ne donne rien du 
plus t|ue celui du n" fyfi. 

4rjg. 11 résulte île Là que lorsque deuv surfaces se touchent suivant uni: 
ligne , ce qui est la mémo chose que si elles ae coupaient suivant les points 
de celte ligne sous un angle zéro , on ne sait pas mener de tangentes à relte 
toenie ligne parle moyen des plans langens h ces surfaces. 

Ces lignes portent, cnmme on sait, le nom de MW*M de amlttCt ,' elles 
forment dans la Géométrie descriptive une grande el;i*sc de courlics , hik- 
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quelles ou nu sait menée c\- tjo;;enii'. .[■"■ [i^i lu imiycn qu'on verra ii\7£6. 

500. tiorsqii'miB brandie de conrbe est infinie, comme m m a vopré- 

.î nnlini L'.l ]H on iij.jiulIcmiL-ii-.iiJi/Jftjff (877). 

Tarnii les courbes que nous connaissons le mieux, l'hyperbole et ia pa- 
rabole nous présentent , par rapport an* asymptotes , ce qu'offrent les lignes 
courbes en {feutrai. Ponv les une-, lan^-nic tout t-nliere pisse à l'infini 
quand le point de co.ii.irt s'éloigne h l inlini . telle est la parabole (883) : 
telle est aussi l'héïice. tes courbes , cl toutes celles qui sont dans le même 
eu, ne présument p- d'à-; mpluta.. IW les autres, l'eloignement du point 
lie COIltltcl à l'infini n 'entrains pas tons les points de 11 tangente ainsi à 
l'infini; celle tangente prend alors une siOui lion particulière, et, dam cette 
situation .elle est l'asymptote de la courbe : c'est ce qui a lieu pour l'hy- 
perbole (87681877). 

501 . Dans tous ks e:i^ , l.i tan^oulj a viio l:p;e ■ I i 1 jnn el:.nl l'in- 
tersection des deux plans tnnçei;-; cm-rc-. [.(milans , il arrivera, lorsque le 
point Je contact paiera 1 l'infini , rjuc- les plans t;:.i-'iis seront à l'infini, 
on seront parallèles, si la conrbe n'a pas d'asymplole, 011 qu'ils se^conpe- 
ront, si elle en a une. D'où l'on voit que la question de mener des asym- 
ptotes aui mtcrsccLionsde surfaces se Ironie ramenée à la recherche des 
plans tangens qui tonel:e:.[ lo -mïier- ilinnées à l'infini. 

Les problèmes suivans aclicccrout dechircir ce qui précède. 

Soi. PnoBZÈWB :". i'nr un point donné (F, F') , de FùOtntrtm 
(ADGK, A'G'J dtm cylindre *crtk,d ABU)..., ut d'un, plan ,V6', mener 
une lar.çenlc a celte intersection. 

Menons par le point F la droite F^, tangente à la base ABCD. . . - du 
cylindre ; la tan^en!.: d'Miimnli..: sera d.uin le vertical Fi/ : mais elle 
sera aussi dans lu plan Vti' de rini..-.ee.i.ion ; donc cette tangente sera la 
droite (F",1"Q). 

5o5- 11 sera fâcdc de la rapporter nrr la rabattement A'^;J'. >v; car il 
estclairqueluisqu'on fait tourucr le planA'Q, autour de la droite (JIN,A'Q), 
le point (n, n') de la languie :V</ . t (J), siUie sur la charnière, ne .prend " 
aucun mouvement ■■ donc il est lui-même son rabattement. Or le point 
(F , F') se rabattant en f , la lange.. te (l 'y , I ; '(T: .1: rabattra eu n'tp. 
■ 5o.j. PnnBLÈXE a. Étant ristiinV , on /:' tiiypemait da"yir du 
Cjlindrc ABCD ', la tnai'farméc A*B"C de l'intersection 
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CH. III. fiES TANGENTE» *'1S IMTnitS. DF. aUBl'ACEB. 

(ABQJ..., MQ'), wmr p- le point F ,mc tangente àcella tiuiu- 
f Crn *M. 

On connaîtra, sut ïi.itevsccliou (AUCD..., A'G 1 ), le point (F , F') n> 
Jais la diiveloppeiBout devieet F; an mènera, pur le procédé du problème 
pfécéucnl, la tangente (F</ , F'Q) , et cumins l'angle de cette tangente et 
de lïlikwnt (F , flP) no Tarie pas quand on développe le cylindre (497) , 
il ne s'agira que dp construire, w t it déïrlnppenimil , le triangle rectangle 
que forment Itf points (F, F 1 ), (F,/), (j, QJ, et Ion obtiendra la tan- 
gente demandée. Or, on . déjà JV =: /F, l'angle F'yV est droit, 
doue ai l'on prend ffta Fe , et que l'on mène i/V, h triangle /./'F' tera 
fetriiuigleelierdie. el la droite aT* la tangente demandée. 

505. Pja>BLÈMB S. £ianl <ia™« /c cdns. {(A, A'), {BGDF, , K'tJ')), 
/e f Jnn fFL, FD'), e/ te nW- bir.nch-.i (liMC, FU'j , (DGE, D'G'), 
ifc leur nttn-fiv'ù»< , '»< i'..-iiuimk l,:< inym^ttil,^- ,1- trtlc nitern-vtinn. 

a s'agira de trouver les plans lange» au cone à l'infini (5oi) , et pour 
cela il laïadraelierciicr d'abord k-sélémen--, ii:r Irr.qiid.i ffi IrouTeat les points 
des branches (EMC , FM'), (DGE, Mi ), situés à l iulini. Four obtenir ces 
elémens, menons par le centre (A, A') de la surface conique donnée 
un plan (bÊïP, bA'), parallèle tu pbu coupant (FL, FP')i ce pion coupera 
le COtie suinnt déni dénie us (SA, aA'j, (JA , nA'), parallèles a U plan 
(FL, FD'), lesquels, par cauttiiiucut, m pourront rencontrer ce dernier 
plan que uiivaul quatre points situes à i'iutiw- : (/SA, oA')j (<TA, «A 1 )- 

506. Si l'on cent sa»oir eoninient les points situés s i'Inliiii se lient aux 
deui branches de l'intersetlioB , ou imaginera que tclémenl (RA, R'A'J se 
BKttvepour engendrer le cène, llan* s» position initiale , il percera le paon 
coupant en (M, H')i lorsque le point H sera on, IF, le point d'intersection 
ma en (F, I); il Tiendra ensuite en (», F); puuii «r-urn que le point H 
approchera du point tf, le poinl 11'iiileisertinrl Se1r>ia;u£ra, sur la nappe 
infeieore du cône, de* points (M, M 1 }, (F, I), (U, F). ïiilin. ce point 
d'ÎBIerseotion sera j l'infini, au-rdessous (lu plan Wrh-0 niai, quand lo 
point H coinciiera avec la point tf j car. alors la. gôicraluice. occupera la 
position ([TA, aA') paraUèlp au plan coupant. A partir de, cotte i>osiliou, la. 
ermite nwinlcdaaaieradcspoinUdc la b.ranrJicsuBe'rîoïit de l'h.ii.i section; 
et d'abord l'élément (/A, «A') devant pcrcccle, plwif oupani, anssibieop» 
son eitrémilé inférieure que noiir»OJintréi[iitéi-.ijrçrieure-, cet-élmeuldou. 
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ncraunpointde la brandie (PTJ , PD') , situé à l'infini au-dessus du plan 
horizontal. Ensuite . ;l hH:siirc le point fi avancera vers le point Q. , le 
point d'intersection s'ahaiisora , en parcourant la brandie (DP*G, WG 1 ), 
ci quand le point 11 sera en Q , le point d'intersection sera en (G, G"). En 
continuant de fain; mouvoir le point R sur le demi-cercle QDCR, les 

de l'intersection donnée, est la droite suivant laquelle le plan tangent ou 
cône suivant ([', i),oir,cc qui revient au même, tout le long do l'élément 
(AH', A' A), coupe le plan (LF , FD'). D'après cela, l'asymptote à la branche 
(TU , 1F) fera l'intersection du plan coupant et du plan tangent au cùnc 
saivanl élément (AJ, A"*). 

5oS. Pour construire celte intersection , nous remarquerons qu'elle est 
nécessairement parallèle à la droilc (A/, A'i); nous mènerons par le 
point ef la droite Si , tangente au cercle BCDE ; cette droite sera la trace 
horiîontale du plan langent au cône suivant l'élément (A J 1 , A'a), elle 
coupera la trace horizontale FL, du plan coupant, eu un points qni 
appartieinira à l'asymptote parallèle il (AJ", A'a) ; donc en menant par ce 
point la droite 0, I I)') , celle droilc sera l'asymptote cherchée. 

Si l'on voulait mener l'asymptote de la branche (TD , FIT) , on serait 

K8 , FD') est l'asymptote de déni branches de l'intersection donnée. 

Eu menant un plan tangent au cone suivant l'élément (SA, «A"), il 
aura pour trace homontalo la droite Ss, tangente en C au cercle BCDE, 
et il coupera le plan (FL, FD ) .-imam, l'asymptote (vf, TD'), des deux 
autres branches (PC, (F), \VE, ï'D'ï. il-: l'inii^.ii.m. D'oir Ton voit 
que les parties (BMC, M'F), (DGF. , G'D') , de cette intersection, qui est 
une hypcrl.olc (583), sont conjuguées entre elles au moyen de leurs asym- 
ptotes «9, Fl)'),'^, FD'). 

section, il ne s'agira que de construire deui points de cliacune d'elles 
sur ce rabattement. Or, il est clair que si l'on prend F-a' = Fsr, et 
F£' = FJ , les points jr* et Ç seront les rabaltcmcns de * et [ ; co cher- 
cîiant donc, par le mémo moyen , les rabaltcmcns de deu* autres points 
tels que S et f , on pourra menci' les asymptotes jrV-, £'Ë" , du rahatte- 
meut de l'intersection. t 
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CIT. II[. DES TANGENTES AUX ISTEttS. DE SURFACES. Jo5 
Sic Si le plan coupant ne rencontrait qu'une des deux nappes du 
<.ùi;l l , l'in'.j;- action, n'aurait pas d'asymptotes , quoiqu'elle put avoir des 
points il l'infini. Eu clFet , prenons pour plan coupant le plan «4 ■ per- 
pendiculaire au plan vertical et parallèle à 1 élément (ItQ , JIU) ; il est 

chaque élément percera ce plan en un point , el la suile de ces points for- 
mera nue courbe qui , à partir du point s'étendra jusqu'au point où. 

lillï. Mais la tangente à i'iulini , ou , ce qui revient au même, l'asymptote, 
sera l'intersection du plan R'A , tangent au cône et perpendiculaire au 
plan vertical , avec le plan «4 • el comme ces plans sont parallèles , ils 
ne se coupent qu'à l'infini : donc l'intersection dont il s'agit , qui est une 
parabole pSG), n'a pas d'asymptotes (5oo). ■ 

5ir. I\ous ferons remarquer que les droites gS.FD'), («p, FD 1 ), ont 
leurs projections liorjïi'Nlaii-i poiii'luécs dan. l'int.-riiiur du cercle BCDE. ■ 
La raison en est que ces droites wnil situées au-dessous de la nappe su- 
périeure du cùne , et qu'elles no sont vues ,*n projection horizontale , 
qu'au dehors de la projection de cette nappe. 

ira. PROBI.kirr. On tlrmnmle sur le ilëveb'ppanent du cône w " 
{(A, A 1 ), (lOli, l'.'U;i> '« n.D-in/'/oto- Je la transformée ...erao. .., „"„ 

...4V ...g»-*.;. F*.,. 

Imaginons que le développement ilu •>nu: fi.it sirr '.! plan tangent 
correspondant à l'élément (SK, aA% plan dont la trace est Si, et qui 
contient l'asymptolc [ffl , FD^. Il est clair que dans l'opération 'du déve- 
10[]]>"in. n: . ].l j > r- 1 : i -— cnrnniijue i.kin ;t nu cùne n'epronvera 

chee par l'asymptote FD'J ; il s'ensuit que cette asymptote , en con- 
servant sa position par rapport à l'élément (VA, «A 1 ), sera l'asymptote 
de la transformée. Mais le développement est toujours le même, quel 
çjue soit le plan huilent r-:ic lequel un le suppose fait ; donc les asym- 
ptotes de la transformée sont des droites parallèles à ce que devieuuent 
les tlemens (JA, nA'J, (SA, aA'), lorsqu'on développe le cùne. De plus, 
ces droites sont éloignées de leurs parallèles des distances Jf, Sa, qui 
séparent les asymptotes g9, l'D'), {xf , FD'), des élémens (d"A, «A"), 
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11 suit de là ipc si l'on porte les ores TU 1 , R£, de r en J", et dp r 
en S', sur le développement, -pour avoir les élémens S'a, Ça, tjiii no 
sont autre chose que le- piihiilmn qu'ueeiqïeut (J>A , a A'), (£A, oA'), sur 
ce développement , cl qu'ensuite, on prenne snr lel droites ë!n?, 
tangentes au cercle q'i'ri 'q, les grandeurs i '(" = i% , 6W»»€»j puis, 
que l'on mène , par les points obturas t'ctir", les droites £"6", n'p', rem- 
ploies demandées. 

5i3, Si le développement du cône, était complet , c'est-a-dirc ai les 
circonvolution! infinies du ccrclo BCDE étaient toutes rapportées sur le 
cercle los'tisq', la transformée aurait une infinité de branches , conjuguées 
entre elles deul à deui, au moyen d'une rrifinilé de (ij-oi^, (iu::I (la- 
cune serait l'asymptote de dêui branches. ' ' . r 1 '. ' 

_ 5i4- PnOBLtxE S. Étant donnée (intersection dim plan et dune 

Far le point de contact donné, on mènera un plan tnngcnj à la surface, 
de révolution, il coupera le plan donné suivant une droite, et celte 

dl'li;e r.y:?. !.i ïaîl^rlle ileillnm.k::;. 

Nous laisserons au lecteur le soin d'appliquer celle solution à l'épure- 
de la planche 

5i5. Problème G. Etant donnés deux cylindres, et unpaint (T, *) 
île leur intersectitm , an dcmmule la tangente en cejvild, à celle iiiler- 

Par ha élémens (OT, of) , (GT, gt), dont l'intersection es! le point 

auxquels ces elémens appartiennent; ils auront pour traces horiionlales 
des droites 05 , C8 , tangentes lui bases ABLD, EFGH ; ces traces se 
couperont en un point fl dn plan horiiontoï, et la droite menée par ce 
point, et par le point (T, I), sera la tangente demandée. 

Nous avons mené la projection bonBontala W do «lté tangente. Si l'on 

nne perpendiculaire sur la ligne de terre , et de mener par le pied de 
cette perpendiculaire, et pi le point f, une droite, qui sera la projection 
cherchée. " ; 



[MEUS. DE SUHPACES. ]g5 
de date cohes, cbuniB pl. 4>, on dr 




roUtleila droite fKj; R'J* 
lipiï tK/ 1 - K'/l» «t «lie 1 



ibï, el clic a'oblicndrail n'aillou» pu il» opérations pareilles à celles que foa ïirsit 
517. />»:osii.i8 F / f,ma faidi Pl. 

D'après 1g procède du u" j^yS. celle langer] le sera 1' >n [érection des [leur, plans langreni 

tira au point où se couperont Ici [races de ce* dcui plaça. Donc il l'on construit ta 

' I '.!' 1 I.i if 'i.l ' '.■ I I 

1,1'., <:. ) [ïi.v.-il.olc B'CDE. Cette tangente percera le plan huriinnlal en *') , et lors- 
qu'on ramènera le plan AC en Aj r le jnoin". viendra en * ; d'où lions CObc] ai-Obi 

laugcnle s>t d.ins le plu lan}enten(s, a') iI1ijpertlo)oIffc;iisnck trace Je ce plan pane 
pat le point S. JTaison asil, d'après ce qu'on ai ru preccdcrnOj enl (aÇH)-, que celte trace 
rat ["Tpun.'.kuL.iTx O.iili'ii t.; ; ,|..- :: ,:i,!in, rctlc rouiue [race cal la droite Ci, per- 
pendiculaire an poidtC sac ta droitn AC. 

Cterelnns inaiatcnaat la Irace Lorisonlilc ila plan langent au par'alraloïde en (s, s'J. 
Pour cela. concciool qu'on Ùuc tourucr le plan méridien qui correspond au point («;<"), 
autour de l'aie(GF, C'F) , jusou'i ce que ce méridien soitde.enu vin-licul, lc T oint (<;.') 
décrira clam le mouvement un cercle IIJ , c~ point vjnilra s'ioaltro en J; la Hnjente cor- 
rcspondanle au point (s, t"> se trouvera eoincider arec la droile 1/, el il rat cloir que .ai 
Pou construit le poinl ou cclto iingenlo [liF.lfl rencontre l aie (GI'.GT ), el qoi 
aï.. 



Digiiizod by Google 



nirmalrsdu paraboluide corecsponaWHea au ceeclo 1Q : donc M l'on ment par le poinl > 
et par le point .la droite.., eotle droilc .era lu projection boriaontale do la normale en 
(r, .') I la surface Ju panlnlgi'ile 

Oi-,leplan tan E enl « n-lir -un.™-,,, ',.,') p,™èra par la lan P ,ente(GF,.'i), et m 
porpandiculaireilaiiotmalolii.i'.'lidnnciiroiiBiiiiIruillr poinl où la droite (GF, .'») 
pereile plan noriionlal, pt ijut l'on mené par es poinl la droite «a porpendicobirt 1 
H, cette droite irii la Itaco knriiontalc du plan tangrut an paraboloùlt. 

Ajaill le* IraCfJ C* F aï, Oii f.jl.lJuir.i 1 : |r:lji'.lii,n l' .lu "p*iii,l (8, l') h DU elles leCOLl- 

pnt, cl la droite (ia.sVJ.quIpaiien par ce point et par le point (■,•'). «n la tan- 
gente demandée 

i.B. Le procédé du plan normal HgG) , di I M. I. Dhlcl ('), ma d'un emploi Lrau- 
D*aprc) ce procède, il a'agirf de mené 



paiera Hnr un po n A I , o". elle percera la plan noriiootal en 

(».«'). La normale (.',''■«') „„ p ata [,.l „!,!<: ,'., ;li „,;,.,, r,. point (.,.') de l'aie (GF, 
G'D.otcllo percera k plan herironlsl on i. Le, point, (A.» a>, (.,.'). étant trèi fa- 



5io. Si l'on roulait connaître lei tangentes aui courbes r'*V, j'ïn', suirant le» points 

naturel d'appliquer oui (','), V, . , f, /) , Jj.lt premier des deut pro- 

cèdes que nou» serieas u'oiposcr. el l'on n-^.m^ h j ■ ■ ■ - I,'* l.in;;i'nlcj en cm dernier» 
pointa aouL des perpendiculaires au plan sertlcal. D'où il faut conclure qui' Ici tangentes 
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' CH. «I. DES TAriGENTES AUX INTEEIS. DE SURFACES. 19T 

.' 5ao. Mais on remorquera que les tomba rt«',j'u', considérées i rnlV- 1 Jâpnnml Je I 

Il fonction, qu'elles remplissent sur l'épure, i'clre 1rs projections .le l'intrrscetion d'un 
fcypwbcJoMe 1 ona nappe M d'un paeaboloïdo elliptique, ne a'errflent pu en l'.Vrff et a'. 
Eo eftet, le. déciles KM et DU , quo détermine le cercle DCKW , donnent ne point W de 
Il branche la" peolonEé.; El le. points <ta I. mime tnnclie, situt. entre « rtW.sont 
donoi. pic d'oulees cercles plu. petits que DCEjM. 1-0 «rclo oLcrf, langent au sommet I, 
de la parabole III KLM QN', rt <<< r rl. - .<>.,i r ™ mire DCKJlel ILrr^dileerainentoe. 
cercles annlofiues à C'l> et i KSI, qui donnent dos point. Je la branche 11.V , jU?» el 

u dill du points'. EnGa, tous les cercles | ible», pin. yMtliq— DCK M, d<t*rr»i»ml 

dos droites analogues à CP,DN el IQ , qui donnent jusqu'à Vinlini des points desbrimcbcs 

.art. Or . puisque les courba r'.V.r'au', « prolnn 6 eut an-deli des points/,.'.*' «a',. 



droite.';, qui p»so 11,11 !.. I-..- ■ I- , m:i I M.: .,,.1 1 Jt|.«se le point {r*i% il 

se irourero sur la l, r j.ifl.f !>...• , r'si ) i il «ciii.fi a Mccessir.mrat sur ta projcul ion Ki- 
lindc r'it, toutes les p,,.:iiu.i, ,, u -;i y h„mH> mci.oc», et la droile r'i 1 éprendra aussi 
ses première, positions- Cela posa, considérons ce point (tans la |«ùlioji (/■,!■'): la droile 
correspondante ,'i éla^l la Iraec du plan normal sur I.: pl.ui CI', et ces deus plans se 
IrouranlconfoDduj pour cette position, il semblerait qu'on dùl on conclure que, pour le 

que sous le rapport de La coïncidonto.dli plan normal' et do plan GF elle est indi- 

Et par un eiaroen pi... >p 1 , I -„ror. l ':i,o,i lerrj.-n'il y . Jpi ■ lilioni particulières qui 

la dk'Lerjiiincb.l- l:'.lieliv,Tii.:i.t , ,1 i.-.l :\\v ..u'ul^V. 1. .1 j perlions qur. |ir([ul ,'j , 

lorsque lo point (.,.'} se meut sur (sr.in.rY/), et ijuVlIr- pane , par cnnsiijuonl , par les 
points où les normales correspondantes au point r s'appuient sue 1rs ascs[te résolution* 
car ces uoriualcs sont aussi les limites de celles qui correspondent sus di^rirs portions 
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CHAPITRE IV.- 



el Boit G la projcttion d'une droite que nous supposerons menée au tri- it, 
vers du cùnc. Concevons par cette droite un plan* imaginons qu'il tourne 1,1 
autour de la droite G, et vojons quelles sections il donnera *dans ses 
diverses positions. 

Parle point G, menons les droites GP, GP, respectivement parallèles 
auï contours SA, SB, de la projection du cinc. Il ust tlairquc dans 
toutes les positions pil.fi, //'•/', du plan coupant , cumprises dans l'an- 
gle Q'GP, il rencontrera tuos les élémens d'une mènie nappe, et qu'il 
donnera des sections fermées. 11 est clair également que dans toutes 1rs 
positions nui, m'ri, mV, a>mpi]= t ï ilnii l'angle F<i V, il coupera les dcui 
nappes, maïs sans rencontrer tous leselémens, et qu'il donnera des sec- 
tions à deux branches , situées , l'une sur la nappe inférieure, et l'autre 
(urla nsppc supérieure. p( ( .. ' ] , "" fl 

sections a deux branches,' Il es! évident que ce seront des sections ou- 
vertes a une seule branche infinie. Ltanclm de tes serrions TQ, P'Cf, 
est que leurs plans sont parallèles S des plans tangens SA, SB, du 
cône ; et l'on voit qu'elles sonl tout-à-la-fois', ou des com bes fermées , 
tommo p'V, inlifiiment alongées n l'opposé du point.;', on 'des courbes 
à deux hranches, comme mrf, dont la branebe n serait passée à l'infini. 
Si le plan coupant mn , d'une :..'i:Tii:ii rlciix limitlics , s'approclie du 



de .deux sections ouvertes, comme GP; Ml, dont la réunion aura été 
opécée par le rapproeli émeut îles points g et h, el qui, l'une et l'autre, 
seront aussi infiniment étroites. Si le point G, au lieu de suivre la ligne 
Gg, parajlèle à US, suit une autre ligne GA , de façon qu'en Rappro- 
chant du plan AS il s'éloigne du plan BS , la section F'Q_\ ouverte 1 
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la section non fermée à nue liranclie se resserre ou s'outre, elle tend 
toujours vers une droite, seulement, il faut remarquer que dans le pre- 
mier ca? la droite est langente à la courbe , tandis qu'elle la coupé dus 

Si le plan coupant est un plan rr, passant parle sommet 5, la section 
sera niiv i;mii-|v fermée .OMtr.iLlée lu un soûl point. 

5^7. Si l'on imagine que le ji u 1 1 1 1 .S .■.'■■Initie iliic distance infinie de 
b i:;i':c ciicid-iiL du e.'.tit , te ec*ne se changera en un cylindre, et le plan 



Si lo j]l:dii eoLifiiii.i dirvienl p..ir.d]ilc j-n. ■ -J > : ■ ■ ■ t.- ■ ■ ^ du fviinure, celte sec- 
tion se changera en i]rnj\ (hnik.v f.:ii;.ll(:](:s plus ou moins écartées, qui se 
réuniront en une seule dans le 01 où la droite G, bu lieu de trarerser 
la surface, ne remit que la toucher. 

5a8. Il sufiit de ee qui précède ppnr montrer que les sections coniques 
ok; ];: j-i I u -. ^r!ri'"i- ;i aver Lu.; cimrhes qu'on nomme ellipses , hj- 
païolei et immbiJcs (855 — SSB> On verra plus loin (58i — 58e ) quo 
celle analogie est uni.' idenlilé : mais rivant de le démontrer, il cet néces- 
saire d'étudier les [iriiiriplu* p r r 4 . 1 F . : ! -' -i drs sccli.ins coniquej, Nous les 
considérerons comme formées de trois espèces, i°. les sections fermées ; 
a", les sections à dcui branches; 3". les sections ouvertes à une seule 
branche. Quant ans cas singuliers esaminés tont-p-l'hcun; , ils rentrent 



5a 9 . DES SECTIONS CH105LAI11F5 I)U CONE. Imaginons dans l'es- 
■ pace un tùuo i base circulaire ; coneevons par le centre de cette base 
dcui droites, l'une pivni-ridiciili-.Lii; ., «m pl. ni, i'auli.! menée au sommet, 
(:.:- ih iuic- 10 i' (;n- [X^.H'J un J ij -IL r I : il : ! ; V L--r;i 1.; curie u 1 1 lieu* 

pûirie.s symétriques ; nous .Le nommerons plan principal (*) du crjnc , et 
. )\ sera celui do la projection que nous allons tracer. 
nt- 4. SSo. Soit SA , SB , les éléniens suivant lesquels ce plan coupera la sur- 
face conique, et soit AB le diamètre suivant lequel le même plan coupera 
laliase circulaire. Le plan de cette base et le plan ASB étant perpendi- 

(•) On nm Jnu la ml» (^3) qu'il j • d'iralrt! pUni tà cùnc nu'oii nomme plu» 
pnwipnii,- in.ii.-.-iiiiui.'. .... le .It.ijj.iL- (I c.iNiijIrL-.olItdivrmPtLl, U dV " ' 
fila principal, ipplilu&à un seul plan, n'oiTr-irs .ucunr ùjuiraijuF. 
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culaires entre eux , la base dont il s'agit se projettera sur le plan de la 
figure suivant la droite AB , et l'on sait (8g8) que tous les plans paral- 
lèles au plan AB couperont le donc suivant dia cercles. 

Cela pose , considérons le plan principal ASB comme horizontal ; por- 
tons SA en Sa, SU en SA , et menons ai. 11 est clair que l'intersection du 

en fl et i seront verticales , comme celles eu A cl B de la section AB ; 

droite AB, qui joint les" points dc*contact A et B, et que l'es dcu/scclions 
ni, AB, se couperont dans la verticale m, telle que im=Bm, en sorte 
que pour des abscisses égales bm, BM, elles auront, dans cette verticale, 
des ordonnées égales. 

Celle analogie entre ces deui courlis AB, ni , conduit à penser que 
la dernière est un cercle comme la première : cela est effectivement. Pour 
le prouver, menons entre les deuj points a et b un plan quelconque A'B', 
parallèle à AB; il coupera le cône suivant un cercle (S9S), et l'ordonnée 
en P, que nous nommerons ir, sera commune an cercle et a la conrbe 
itb. Or, cette ordonnée élant moyenne proportionnelle entre les deuï 
segmens correspondans A'P, PB', ou aura : 

n' = AT x PB'; 
mais les triangles semblables A'Pi , BTn , donnenl 
AT : oP.:: Pi : PB", 

A'P X PB'=nP X Pi; 
■71* = rtP X P*. 

Ce qui montre que l'ordonnée en P est aussi moyenne proportionnelle 
entre les deui segmens nP, Pi, quelle que soit la position du point P 
entre a et b : donc la section ab est un cercle égal à AB. 

5Si. Il suit de là que les plans parallèles à oh, de même que ceui 
paraBèles à AB , coupent le c6ne suivant des cercles. 
■ On dnnnc à ces deux si-stems, de plans , AB, A'B', etc. , d'une part , 
ab , a'b', etc. , d'autre part , qui . ^iris .iJi-.illi.lLi , lu ru util I' 1 
c6no des seclions circulaires , le nom de plant antiparalléles ; ctaui sec- 
tions qu'ils déterminent celui du sections ou de eercZej antipaTntlélcs. 

Nous verrons plus loin (5o6) qu'il n'y a pas d'autres plans, que ceux 
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dont il vient d'êtro question , qui puissent couper le cone suivant des 
cercles. 

53a. Une section circulaire ab étant donnée, ainsi que le plan princi- 
pal Sba , il est clair que les sections AB, AU', anti parallèles à ab, seront 
telles que les angles SAB , SA'B', des plans de ces sections et de l'élément 
Si, soient égaux a l'angle Sa*, du pian ni et de l'élément Sa. 

De même les angles SBA, SB'A', sont égaux a Sba. 

Ces égalités d'angles caractérisent les plans antiparaUèles ; il faut toute- 
fois hien remarquer que les élémens SA, Sa, avec lesquels ils se trouvent 
l'u nit . miil; li' iiiri:r^';':iioiiï du cône et du plan principal. 

533. On remarquera aussi que les centres de toutes les sections circu- 
laires parallèles à AB, sont sur une droite SC, qui divise AB en deui 
parties égales, et qui est dans le plan principal ASB. Les centres des sec- 
tions circulaires parallèles à ai, sont de même sur une droiie SC, mm- 
prise dans le plan principl. D'où il suit que ce plan est caractérisé par 
ta propriété de contenir les centres des sections antiparallèles AB, \'W, 
etc., ab, a'b', tic. 

Ou va voir découler de ce qui précède une mite de propriétés fort 
intéressantes dont jouissent les cordes dn cercle. 

554. DES POLES CONJUGUES, et descentes conjuguées, des cônes et des 
Ortflu (*;. Concevons dans l'espace un cone quelconque ù base circulaire, 
et imaginons qu'une droite le perce en doui points ; la portion de celle 
droite comprise enlre ces points sera ce qu'on nomme une conie du cùne. 
-Noiih appellerons une telle corde, oonle intérieure, lorsqu'elle aura ses 
extrémités sur une même nappe, parce qu'elle sera effectivement dans 
l'intoncur du cùnc -, et nous la nommerons , corde extérieure, lorsque ses 
o\iri ; :^i!cs :cronI sur le- deux nappes opposées du cône , parce qu'elle 



ilaiis le rcile de rnuTraaje, ce qui tienne une plijsiunnmîc ni 
il i'açit; main le fond ït'en appartient pa* moins aux denï a 
ciler, el à M. Carnot , lui leur, cuiprl I» carrière par ta Ci 



«rarra.it n U point 0. 

Nou» donnas i CC poi n . b nom j e ^fe d« onks parallèle» à 
SO('). Il csf cvideit ; qne ô o» cordes sonl des «mies intmmrcs , le 
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Si les droites iV, mn, tr, etc.; varient de direction, on restant paral- 
lèles et comprises dans le plan nrnpq , le pôle O 1 variera ; maisU nesorrira 
pas du plan ment- par],- viniiii'1 S, p;.v [Moment a mnyq , puisque ce plan 
contient teintes les droites parallèles au plan mnpq menées par le point S : 
donc si la droite SO est parallèle au» cordes mq, vu, n/j, etc., ce pôle se 
mouvra sur la droite 00', intersection du planMNFQet du plan mené par 
le ;rmim.;t p anll i' I c ï] ) i ' i - 1 '-i n:fy ;. 

Nom donneronsi cette droite 00' le nom dte des pôles de la sec- 
tion. Il est évident qu'il sera le même pour toutes les sections parallèles 

538. Supposons que deui systèmes de droites nui, (r, qp, etc., d'une 
part, mq, vu, np, etc. , d'autre pat!, Hissent entre eux un angle droit , 
Les tangentes aui extrémités des diamètres tr, vu, seront respectivement 
parallèles arcs diamètres, et feront consequemment partie des systèmes de 
droites dont il s'agit ; d'où il suit que les tangentes aui extrémités des 
cordes TR , VU, concourront respectivement vers les piles 0 et 0', de 
mq.,w,np, etc., mn, tr, qp, etc. 

Nous donnerons aux cordes TU , VL" , liées par n-llt condition , ]■; nom 
de wdrs wnjiiguèesi et aux trois points 0, O' et 0', correspondons à ces 
cordes , celui de piles conjugues. 

SSrx. Si l'on inscrit dans le cercle mnpq un rectangle quelconque mnpq , 
dont les eûtes soient parallèles aux diamètres rectangulaires tr , vu , les 
plans menés parles cotés de ce rectangle, et par le sommet S, couperont le 
pla il MNPQ suivant desdroiles MN et PQ, MQetNP, respectivement concou- 
rantes eu O et en O', et formant un quadi-ilali n- MM'Q iti.t l it dan ; 11' 
cercle TL'RV. 

Si le côte mn du rectangle mnpq , au lieu de couper le cercle en deux 
points ni et n, le touclic comme ■TV, fa rectangle l'Vi/t', au lieu d'être 

danl TU IV \ ■' se trouvera forme par les tangenti-s au\ c-tre mirés duscoi-dcs 
conjurées TR, VU, lesquelles tangentes -concourront aussi en 0 et en 0'. 

celles du rectangle circonscrit dtr'v' , se coopant toutes au centre c , les 
diagonales des quadrilatères inscrits r-munic MNFQ, cl du quadrilatère 
circonscrit TTJ'R'V, dont les côtes concourront en 0 et en 0', auront pour 
point de concours de toutes leurs diagonales le point O', où la droite Se, 
liuu di::. nntre- lions pal li . ., :.,.■.(■■: a,:i:rc le pl.-.i: liM'l). 



CHAT. IV. DES SECTIONS CONIQUES. aoS 

On voit donc que pour le quadrilatère TU'K'V, et pour les quadrilatères H. 4" 

leliqueMNrQ, ksiM,l.-„ a.np.gné. 0, 0" et 0", sont Irais pointsoù ma- F ?' " 
courait, i". les cotés dirigés dans un sens, a", les côtés dirigés dans l'autre, 
5". les diagonales. , ■ 

540. Ces propriétés du cercle MKPQ s'étendent, de la façon qu'on ïa 
ïoir, à nn cercle quelconque TURV. l * ' 

Prenons arbitrairement un point O nantie plan de ce cercle; par ce point 
menons les tangentes OT, OU ; construisons la polaire TR du poinl 0; 
sur celle polaire prenons un point quelconque 0'; parce point menons les 
tangente O'V, OU; enfin menons la polaire VU du point 0'. Les droites 
TU et VU , ;iiu=; il et umii Liées, seront deui cordes conjuguées, et les pro- 
priétés dont il s'agit auront lieu par rapport aux trois points O, O', et 0", 
qui seront des pôles conjugués. 

541. Pour démontrer cette proposition, ilsufïira de trouver dam l'etpaCe 

son sommet, et par les points 0 et 0', soient rectangulaires entra elksfet 
parallèles au* cercles de ce cône antiparallèles à TURV i car il s'ensuivra 
que le cercle TL'RV sera, par rapport à l'un quelconque de ces cercles anti- 
^r.'illele^ , te que !e eeie^ M>* l\> 1.-1 o.u rapporta /impy. '"'t- '- 

£4î. Concevons que leccntreC, du cercle TURV, soit celui d'unesphère F»» 
engendrée par ce cercle , et rapportons cette sphère à deux plans rectangu- 
laires de projection , l'un suppose horizontal , qui sera le pian du grand 
cercle TURV, l'autreuY, perpendiculaire à la droiteOO'. 

Par cette droîle menons un plan langent «s à la sphère ; il la touchera 
en un point (0", 0), dont la projection horizontale 0" sera sur la droite CO' 
perpendiculaire à 00*. Or, ce plan tangent ùiï louchera loua les cônes 
qui auront leurs sommets sur la droite (00', a) et qni seront circonscrits 
j 1.-. fj.lje'V - et !n:j^ CC.7 ..i^r.c.: tourlicir.iil. ]:i i.- :iiivant des cercles ver- 
licaui dont les plans passeront par la verticale (0*, o'o). Il suit de là, en 
premier Iwu, que le plan misera tangent aui cènes circonscrits a la sphère, 
qui onl leurs sommets en 0 cl en 0', suivant les élémens (00", a;) , 
(O'O*, ai); en sccoml lieu, que lé. point 0" srr.i -il né Jsns les plans verli- 
caur des cercles TR, VU, qui servent de bases à ces cùncs, ou, ce qui 
revient au même, que le point 0', p"<ije<:hon fiuri ion taie du point de 
contact o , sera l'intersection des cordes TR , VU. 

On remarquera aussi que les mêmes cônes dont 0 et O 1 sont les som- 
mets, étant des côues droits , et la droite (O'O", a:) , étant tangente en 
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H-1>- (O*, o) . Il base de cdoi dont le sommet est en 0, celle droite est né- 
F,f ' eessairenient perpendiculaire à l'élément (00", or) : c'cst-A-dire que les 
droites (O'O", m), (00", «.;), sont rectangulaires entre elles. 

Cela posé, considérons lo cone qui a son sommet dans le planSTTC, 
au point projeté Yt!ftira!.Tii.;nt .! l'iiiicrst'i'lioii S' des droites Yo, oT£, 
et dont la base est le grand cercle (TURV, Xï). a- cone coupera la 
spHèrc suivant un second cercle, annuel appartiendront les poinls o 
et o' , et ce cercle Fiera situé symétriquement par rapport an plan 0 J 'S. 
Mais les angles S'YX, oo'S', ont pour mesure la moitié de l'arc oXj donc 
ils sont egntn ; donc les plans oo' et XV sont antiparallèlcs (55 2) : donc 
le cercle n'a est à la fois sur la sphère et sur le cone {■). Donc enlin ce 
cercle o'o, dnnt j-j:' est la projection horizontale, est une ligne d'inter- 
section de CCI déni surrades.' 

Concevons que le point {S, a.), où se coupent CO" el 00', sortie som- 
met d'un ci'inc circonscrit à la sphère; il fo touchera suivant le cercle 

gcJcn (x, K) él cn'f.r', K)^ au ciné Sa-aV, à la sphère, et ou cone 
S'XÏ. Or, ces plans tangens contiennent les sommets (S, aj et S' de ras 
cônes , et ils se couperont évidemment suivant la verticale élevée par le 
sommet (S, ',/i; f lnric i-i't!i: verticale cnnltendrn le sommet S' ; donclc point S 

l'a sont dem dmiles parallèles. 
11 s'ensuit que lis angles «'S'.i , Kr.Y , sont égaui. Et comme l'angle 
' ooS' égale »V, lequel a pour mesure la moitié de l'arc onï, ou la moi- 
tié de n'rriï, qui est aussi la mesure de l'angle t/oï, ou KoY, on voit 

U résulte de la que"! \> O 1 O « ) rectan- 

gle en (0', "), nutunr de l'hypoténuse (00', ai), le sommet (0*. r>) de ce 
triangle décrira un arc de cercle (CS, aS'), passant par le point (S, S 1 )- 



tpUrt , lanque leurs pli ni sont pcriiendiculjirK > relui d'nn même giiiil esrcle. Je ler- 
ilii l,: l.jril ...ut .1^1 ■ l.'.:„ii. n ]] t i parallèles. 



dD CÙne STiY, cl Useront prallèles i la'secfinn a% anlipranèlei Xy! '"' 
tu sorte que 11- £Ùiii: N \ i -ern ixlni r[u'il V^i^iii [Ii: trouver pour dé- 
montrer lu propriété qui nous occupe. 

V,ï. TliRV étant donc un cercle quelconque, O nn poiut pris arbitrai- 
rement sur sua pljo , 0' nn point ili.ii.i i iiii .■ on voudra sur la polaire 

TR du point 0, oji peut jhù-t. tu principe, i°. i|ue la polaire VU du 
point I)' passe |*r le point 0 ; i°. que TR et VU sont des cordes conju- 
guées ; S", que les points 0, 0' cl l>", seul des polc- conjugues; 4"' <l" c 
le quadriblèro circonscrit T'U'lïV, formé par les tangentes aux cilre'rnilés 

les piles e.térieuJTo etO'; 5". rjuo si d'un pointée TURV, nn mené 
aux pôles OelO' les droite» MO, MO', |«ui-, que des points iN etQ, déter- 
minés par ces droite;, on mime d'util n-s di.,itr-- Ml, tlO', ces dernière- 
se couperont sur le cercle TUHV, en uu point P qui achèvera le quadri- 
latère inscrit MNPQ, do m les cote* respectif, concourront en 0 et en O; 
fi", enlin, que les diag-iiKilcn dit qnridrihiere circonscrit T'GiW, et celle:, 
des quadrilatères inscrits, tels que M.NriJ, « coupent suivant le pùle in- 
térieur 0* (*). . 

Ou remarquera en passant que Il:- piMe:; t.t et <.)' v iiriaictlt sur la droite 
(H)', le pile <V' ne [Louerait p:i- de piiiilion. De même ai les pilles V et 
tï' variaient sur la droite (TOT, on que O et 0" variassent sur la droite 
00", les pôles respectif- <> cl <r co [.entraient une position fine. 

54). Les cordes conjuguées TR, VU, ayant pour caractère que les tau- 
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. INTERSECTIONS DE SURFACES. 



puisque les tangentes aui extrémités de « " 
points, situés à l'infini, qui sont justeir 
nomme ces diamètres des dianiètra conjugués. 



545. DES DIAMÈTRES CONJUGUÉS <f«t sert/oni cminuej. Concevons 
[[nibs IVsnace un ci'hic a T.d^e <:ii\'ulaire ifln]K: ^if 1111 plan suivant une courbe 

projection, l'un suppose Lorizoulal , qui sera celui de la base , et l'autre 
!. perpendiculaire au plan toupiit. D'après celj , suit S') le sommet du 
I' cone, TURV sa base, (AB, DD) le plan coupant, et (innpq, EF) la sec 

1 ii in ilu coiii; el ilu plan donnés. 

546. Par le sommet (S, S") menons un plan (u'ai, «S'), parallèle au 
plan (AB , BD). Sa trace horizontale u'a sera (£37), sur le plan de la 
base TURV , l'aie des piles de toutes les cordes intérieures du cône si- 
tuées dans des plans parallèles à fAB, BD). 

Sur cet a«e apprenons arbitrairement un pôle 0; menons les tangentes 
OT, OR, qui déterminent la polaire TR du point 0; par le point C, où 
celle poliira coupe la droite u'u, menons les tangentes O'V, OTJ, cl par 
les points de contact V et U de ces tangentes, menons la droite YUO. 
Les cordes TR, VU, ainsi construites , seront dem cordes conjuguées, 
el les points 0, 0' et O', formeront ce que nous appelons un système de 
piles conjugués (545). 

547. Cela posé, imaginons des plans passant par le sommet (S, S') et 
par les droites TTJ', TR, V'R', qui concourent en 0'. Ces plans contien- 
dront la droite (SU', SV, parallèle au plan (AB, BD); donc ils conperont 
ce plan suivant des prallclcs à cette droite. Donc, si par les points jt', k', 
vi, où la droite AB est coupée par TTJ', TR et V'R', on mène paraBèle- 
ment a SO', les droites iï, k't, ivV, ces droites seront les projections 
horizontales des intersections (Vf, RD) , (Cl, BD), (wV, BD), dn plan 
(AB, BD), et des plans menés par le sommet (S, S 1 ) et par les droites 
TU', TR, V'R'. De même, les intersections du plan (AB, BD), et de. 
plans menés par (S, S') et par les droites V'T', VU , R'U', concourantes 
en 0, seront des droites (sV, 1ID), (*•', BD), (m 1 , BD), dont les projcc- 



tiuns horirunudes passent par Ici points x, fi, n- , il foui parallèles a SO. pl 

Il suit dp là que sur Jr pl.ni 'Alt , 111 . iL' 11 u ir; Lej ri {mnpq, EF), le qua- 
drilatère dreouscrit TTI'B'V' dunne on ■paraHulonramniB (iVrV, "D) 
cinanstrit a celte swlion, et te] que les droites (<r, BD}, (™, BD) cou- 
lienntfit les points deîcontad projeté en t, u, r etu, des coté de ce 
paraRiJlop,ramrnc. Mais les diagonale du quadrilatère TWiW so coupent 
cnO", à l'intersection de TB. et VU (543); donc celles du paraBrlofrranune 
(f'uW, IÏJJ) so coupent au point [o, c') projeté horizontalement en c, 

centre du i parallélogramme (i'uVV, BD), et que les droïles (ir^BD), (™, 

S.jfi. Supposons que le polo 0 varie sur l'aie des piles 00', le pile 0' 
variera aussi ; mais le pille 0" ne variera pas (&(S) : donc lé point (c, iT) 

ne variera pas non plus; car i] est l'i rsr.-lici.i .lu plan (AB, Bit) et de 

la droite menée par lia joints (S, S 1 ) et O". Donc enlm les nouvelle 
droites, mud^ues a f/r, itll:. 111)1, présenteront autour du point (c, c") 

Si l'on imanine ,,„,. le ,»>!„: T pi.nouve lont I,: mr.lo TURV , et qu'il 

sur la corde TO " . n'est clair que le" point ( décrira !n courue mnfq (*) , 

point. La section ciuihli.' i.iin.:.- i , i-.l . ;i onne . au point (c, c 1 ) , 

rentre, dous le plan (Al!, BD}, sont t.: qu'on iqqwlli! des dianlètrtJ. ■ 

S4g. De plut , la section (mn/»j , 1ÏF) est telle que les tangentes 
itV, aur e*trérriïtr- il'; i lrn|i]e diur-étre . M.uil parallèles entre elles et 
a nu autre diamètre eu , qui , rrrjjirri.piemeiil, j.ujii nie la propriété que 
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icwreii; r n;iiv . ■ 

' iiH-poidlfdo TURV (â/p>; ainsi 1* ^uaflriiqtèw MKPQ » tronnm Jn- 
1CH> dais la laie do cime dnnné. Par les.OJtés de se quadrilatère «par le 
sommai (S, S') imaginons rit* plans : ils couperont le (AS , B8), âe 
la section , suivant lca droites «m, rap, p;, faciles 1 «nMniin, el 

inscrite dans lu «ection, sera un parallélcçrarnmc. Et comme les diagonales 
do MKfQaetoupeailBU point 0'(543J,eelles«k nw^~ÊteoafKosXmé; 
dîoii il laitt que tes quarto condes jub cl pq 7 mqetpn, refpet ^ rame trv pVa- 
ratlèles aux diamètres conjuguas Jj- et va, MM divisées par CM tlïaanètrtB , 
chacune en deux parties égales. 

Or le point M éUuit pris arbitrairement sur la buse., le powl Jn est un 
point quelconque de la section; donc toute corde nm, parallèle à un dia- 
mètre un, est divisée eu oarties égales par le diamètee conjugué j vu i, 
un te qui revient au même, disque diamètre est k lieu des m'" 
toutes les coules parallèles à son conjugué, m;; 

55t. Far cela seul qu'un diaruèlre/r, deJasetJien qe 
en deux parties égales mi sjslèiue de oniri« parallèles i 
prei^ par rapport à ces caalc* le nom de diai-àlK 
diamètre m , qui leur est -parallèle , et qui dotermii 
non , est nécessairement le diamètre conjugue de Ir. 

Four doruu titrer celte propriété, on remarquera d'abord" <p 
aux cordes mn , m'ti' r <tic, menée par ni 
à la section : tar, » u)le laiOupait en ui 
passerait pat pat le milieu Ai> n 1 , ce *(u,i cil contre lîijpotbese. Cela 
pose' , par le ccutre e, de la sccligii tmiftj, mnitons la droite raparallèlc 
kmn,.iriri, etc. j igtte droite sera parallèle au* lanjjentos en / et eu r. Par 
le point il , qui est nu point quelconque de la même secuoninn^j, menons la 
droite /^.parallèle à lr; puis, parle jmmt/, ruenuns/s; parallèle à. m; 
sera divisée en deux parties égales par lr,el 
l^ilernî.elb.wparallèle;--- 
srraminc. Or , al^mia 
à 1 opposé de n , en un 





'CHAP.IT. DM 5EF-tlO*(S ISQSMIUW (!■ 
Pair;ii li^ '!îM; : r.n\ -Pi-ni--. il:' <liii:n>-lri -. l'jnjupius , El vraiim PL ajj. 
onces iliinr^rr! sont rectai^irlaiie,. l.y. , !]", [ Ii: pAle O rtanl prisa l'infini , r » >" 

pcndienlairc (}"»', nbai^ee par le point IV ^ nr i*'m ; et les iIgde diamètres 
analogues à (n-,BI)),(v;i, DD), dont l'cnçle esi celui des draina (SU, S'»-), 
(SC, S'u), feront entre cire mi angle dslermind , prenirranieut, 
par la droite ai'j, rpii j'.inl lr pniril er lir rakillenrcnl .1- de [.S, S J ) autour 
de ùôn; ■icjfrourljjiiif ut . p,ii la dvnife rM'-niv- par t~ puinl .■■ parallèlement 
£, a'a. Si le prtle 0 vient eu u, 11- prie (i'mh ira n l'mlit.i an-J«ll. du plau- 
vertical", cl [■aiigl l !ii.." i (Ii;iiiir.'!r.'5.irt:il.i!;iic'ià;fr, RDj,{w, «II). sera. celui 

epis rott la position du sommet (S* .V), par apport i h bmOTEto , 
les deui angles IW, fu'iî", seront li.iii|omr «iipplthiiini- rini-durt'«««;ili)U. 
il suit que dam le niinivriTniil il" pclc (> -ur la fijjiio «'«■ , depuis. Finlmi 
endura du plan -vertical, jn^iia l'iiilïiii aii-.lela. l 'angle des Jmi dia- 
mètres conjugne, [ir, MJJ, (mi, Hli), .îgn dVJionl , devimdra. alibui, 
OH bien, olilus d'aliuril , il deviendra aijrn, cl jamji' il ht sera nid; car il 
tnudrait pour cela que les piles OrtO".^ vroirfŒSent iwinif , ce qui esl 
impossible, «une il V aura unir pn'ilinn de- pnl'js (1 e( 0' oil l'anal; des 
diamètre- cinpi^ncs sera lirait (CÎT7). 

553. On donne le nnm tfaxes à ces iliiiinélre- parlimlicr. iecljnno- Fi f . 1. 

V, A, P., lui file ccirïpêe |ur les aies. 

gues, nue les tangente', 'iiiiimcl- 'mt pci-pi-iiilirnlairo mi doiiv axes 
\.V. P'IS , l'I fpie ces ave:: divisent la ^vfiini \ IV Al. .11 'pi-Ji 1 pntie^ égales. 

95-p. Suppn-aei^ ïïjain'CH.rril -pir li plancuipiuï n/lir.md a- ! L -* déni napper 
du cAne : c'est-à-dire 'pie la ^■.■ii.ei i ii-.ii'jue ait rir.iiiehes. En suivant 

polir cette, section la nurclie ipiu nm' *eii'Mts île -uivre |nun La. scflnu 
fermée, lions alloua cire cruulmt^ .l 1 J ■_■ s ^.nll.i^ l..ul-:,-l';iil :in:iloNnei:a 

Le conc cEduI [cnijoin . iTi[ij..ile :i 'l'.e-- [ilau: :"e iM 1 1 lyidai [ w - { J^un. rap- 
pi~é li.jrÎMMiBl, ipii -^il celui île Ni Ija-r 'Il «V , l'aiilre perpenrliiiilaire au |.|. 44. 
plan de la section), soit (S , S 1 ) son sommi I, ;.VH, IIH; h plan CMr^àM) et ' 
■ !pnn...mvn, BDlIa w:li<in runicgur dont il s'agit.' 

S55. Parle sommet fS. S') menant un plan («'o., r.S), pocalUle au pkin 
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31? LIVRE IV. IHTEBSECTIONS DE SCRFiCÉS. 

coupant, iUurapourtraiohoriioiitalemicdroitci'a, parallèle à AB, et cette 
droite , qui rcnconliorB I> bascTUR V , pLLÎ-;]i:l: II: coupant j-c:icur,tie 

les deux, nappes, sera l'axe des pûles(â3j) dm seclions parallèles à (Alt, BD). 

{^instruisons le pôle O* de TR, et prenons sur a'a un point quelcon- 
que ». La polaire VU de ce point passera parle pôle 0'; les droites Tlt.VÛ, 
seront deux conles conjuguées, et les trois points 0 , (Y et 0', seront trois 

WIVV'? gênons arbitrairement un point .M sur TliRV ; menons les 
droites MO", M<C, puis KO* et <?>', et nous formerons le quadrilatère in- 
scrit M.NPQ, doni les diagonales Ml', M), ai.»; que celles TU', VIT', se 
cOuperootaupointO(5^3). . . . .- L, . 

556. Par !es côté- 'Je ces quadrililènis , pailrurs diagonales , et par la 
droite O'O', menons de- ].!nn« jurant par li: sommet S , S') , et voyons com- 
ment ils couperont le plan (AU, BD). Ceux qui passeront par les droites qui 

plan(AB, BD)suivautdes droites (m, BD), (rr*, BD),(*v, BD),(fV,BD), 
(m; BD) parallèles à (SO, S' m), frm ijui r,a.-! S i:roi,i par les droites qui 
concourent eu 0* contiendront la droite (SO', S'a) ; donc ils couperont 
le plan (AB , BD) suivant des droites (ii/n , 1111) , (;V, 11D) , (fc, , 
(/f, BD) , (l'y, BD) parallèles à (SO', S'a). Csni enfin qui passeront par 
les droites qui concourent eu O" cootiendront la droite menée par le 
poml(S,.S')et par lo point O'i niais celfedroite perce le. plan (AB, BD)' 
au point (c, c'j, projeté eue, où se coupent les droites SO" et tfe: 
donc les intersections ■(/{•, BD), (iV, BD), {mn, !![)), (np BD), de 
ces plans et du plan (AB, BD), se couperont au point (c;d). 

11 suit de là que les ligures (/'uW, BD), (mm;/-, BD) seront des paral- 
lélogrammes dont les diagonales se couperont au point (e, t''); que les 
figures MNTQ, TUH'V, de la base, répondront à des doubles triangles 
mnepacin, (VerVrfi opposes par le sommet et i bases parallèles; et que la 
droite (ke, BD), qui détermine sur RU) ctf/n, BD) les point, pro- 

jetés en - et eu », suivant lesquels les tangentes (irV, BD), fa't', BD) 

que (™, BD) , ('//) , BD) , parallèles i ces tangentes. . 

55 7 . Imaginons que le point O' varie sur au; le punit 0' ue variera 
pus (5JÎ), et quoique le point 0 chaude alors de prijlmiL sur c'a, le point 
(c, c') ne changera pas; car il sera constamment l'interseclion du plan 
(AB, BD) et de la droite menée par lis points (S „ S') et û" : les pm- 
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CHAP. IV. DES SHCTIOHS CONIQUES. »3 

piiétës qu'où Wcut devoir subsisteronldonc pour toutes les poji lions que 
pmidront IcspilesO, ffet 0\ 

558 Supposons une lu point u parcoure l c cercle TU11V, et que le 
poleOsemcuvcaïeeloi; il est Cirque le point « parcourra la sectiu,, 
.out cohére, A.,,, <1,,„„„ ,l, M , Ol i, 101 , = du priu, «, la droile 

m,uee de parte! dWre à la se.ll,,,,, sera dm : .ee ua ,| tu , ^ ^ 
projetée!! horizontalement eu ac el w, C'cst-b-dire que celle section a au 

Et cfe "e 1 H desc ruenu-t™ 

de le voir £556), la tordes pi.raUÈlM anaCng^k"' îv.'u™ eu^elT' 

il est eu qu'on nomme, p -' 

mec (Ï5,), u„ diamètre c 



dmile qui joint ce som.net el le pile 0», « plan coopéra la.e de, pûles 
aa.cn unpo.ul, et«p U1 „l, [„, s ,„j ur | „;, k e„ pWc du noinl f)' , Dn _ 

liera un sjslumc de ili.m,. m j iij.i i s -.. ,v cl:, ri-.,,!;,;, 

5Si. Ces diamètres, qui d'après cela su construiront facilement sont' 
Celui A' A qui la ™„pc rtl. :m, ,,.,.-e , ]';,,'( r /. Ji Tj t!l ^ aje . . ( 

""S f?" ^f?* *' - A * ™»™»« "« ™™»« de cCe'sèc'uÔ" ' 
56:.. La.e des pôle, rencontrant la base en deux point, R « T il > 
eu r,sullc une pr.,,,,-,,1, „,.,, r,,,,,,,-,,,,,),!, .- u , llut] , Mom ^ 
nons le poinl 11 pou, ,„,!,: : tes puiiti, V et U se trouveront reunis en 11 
et les pointe v et a, de la courue, se trouveront à l'inliui aui deu ' 
Utiles de la droite f« menée par le,,,,,,., et p t le pointa. Déplus. C 
langenlc^analoortos à <V, „'i\ coïncideront avec celle droite, doù l'on 

De J» le g, 0' étant pria eu T, le dieruet™ * », h droite frf, 
menée par le centrée el par le pm„l C. droite l^ymptote des deu, 

parues wn;, ujA. r 
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oc le plan de cette section est parallèle à l'un des pians 
. D'après cela , ayant pris pour plan Trrtiral no plan per-, 
«ancoup.ntetanpl»n de îa base-, soit MWV cette bue, 
-t, (AB, BD) le plan coupnr, B l(amvnb, BD) la- section. 
Sij. Fark- S o ra met(S,S') 1 œ..n 0 n 5 iinplan(» , *,«&7,p.™llè]eauplini 
coupant; il sera tangant au cone (5a5) suivant un éuanent(SO, S'a}, et 
la (race du sera l'aie des pôles As sections parsItH« à B&(53 7 ): 

Ayant pris arbitrairement nn point 0' sut mot, construisons- la- polaire 
VO de co point (556). Il est clair qu* la polaire du point O sera oc point 

réunion de? deui piles, l'nn intérieur, l'autre «teneur, qna présente 
ordinairement cliaque corde, et que les deux points O* et 0, dont leder- 
nier est censé double , formeront un système dé pAlcs conjugués (543). 

565. Si nous prenons sur la base M'O^V un point rraeleomjire-Mï que 
pour ce point noas construisions (545) le quadrilatère dont lis cotés con- 
courent en O et en (Y , eu quadrilatère anra un de ses cotés contracté^ en 
O, et il se réduira au triangle MNO. Quant an nmdril>ti™e5™isrrit 
dont il a été question dans le cas de la section fermée, et dmi ceM de-lit 
section I denx hrancl.es, il se trouvera réduit suxdeux-taitis-O/V, O'O-, 
comprises entre le point 0* et l'inn-ni au-dessous de ce point . 

5GG. Cela posé, concevons par les- droites MO, VO, NO, eWpart, 
VO' et MO*, d'autre part , une suite de plans passant par le- sommet du 
cone, et voyons comment ils couperont te plan (AB, BD)l Ceux dont les 
traces MO, VO, KO, concourent en O , le couperont suivant des droites 
(roi, BD), BI>), (J7t, BD), parallèles a (SO, S'»); et ceuidont les 
traces VOI, MO', concourent en O', le> couperont suivant des droites (im, 
BD), (m™, BD), parallèles a (SO', S'»), l'an " ' 
fermée, et avec celui de la section h deu x branches, su 
en ce que les droites MO, VO, HO-, qui concourent en 9, 1 
système de droites parallèles farai , BD), (iu, BD) , (jn, BD); en caque 
le» droites W, MO', concourantes en 0", donnent un autre systùme ne 
droites, parallèles (ici", BD), (™, BD); en ce que In droite (m 1 , BO) o«t 
tangente à< la section a l'ejtréinité r delà droite- (A-, BEI); enfin, comme 
on vo Itfvoir, en ce qtie celle dernière droite, qui correspond à la- corde 
polaire OV, coupe toute corde {mn, BD), correspondante à une corde 
MN, dirigée au pôle O de OV, et parallèle à la tangente (iw, BD), en 
deu» oarties égales mi. in. 



CHIP. IV. DES SECTIONS CONIQUSS. Il5 

SSj. Tonr dinonirer ueite dernière propriété, menons par le centre 
C de la baie, la droite OTVCM'; «f par les pointa H' et M', où elle coupe 
le cercle M'Ofl'V, menons Je .droites K'O, M'O, et k droite PfEFG, p*. 
■Util 1 OO'.-Les ara 011' et M<V seront égara, ainsi qne VN',' K'O et 
OC. Or, l'angle CN'O aura pour mesure la moitié de l'arc GO, on la moitié 
de son égal VK', il aéra donc égal à l'angle VOS' ; donc le triangle H 'EO 
sera iUowèle, cetraidoainefJÏ&EO. Oaaaustii 

EOF = 2E = fS. = » + = œ + Sï = HTO ; 

donc le triangle EFO «et isoaccle ; donc £0 =E1'. DonccnlinEF =EiY. 

Actuellement , faisons sur la droite M'O' les constructions que nous avons 
faites snr MO'; nous obtiendrons les points m' et n'de la projection twiwib 
de la sectioi , et la drains m'n' sera parallèle à m. Et nu» EF = ES', 
on anra kaf — ty, ce qui donne tW as.tV. 

Menons pr les pointa M et M" la droite MW; elle déterminera sur VO 
un point I! , dont la polaire sera conjuguée à VO ; donc si l'on mène par 
te point fi' la droite Nfl , die -coupera MO 1 justement an point N d'in- 
tersection de MO* et Ai cerele M'tHV'V, puisque le quadrilatère MM'JViN 
devra être inscrit dans ce oerde: donc les droîtesM'M, «JH ( ramées par 
les points M « M', K et Pi", eonconrront au même point H de VO. 

Il soit de la- que si par les droites M'H, Ml, et par le sommet da 
cône, on mène des plans, Ha couperont le plan (AU, BD) suivant des 
droites dont les projections m'mh, n'nfi, se rencontreront eu un point b 
de kv. Mais poiHine tm' = fri, et que mit est parallèle à riri, il s'ensuit 
que mi — in : ce qu'il fallait démontrer. 

568. Si roi fait -parcourir au point V le cercle entier MWV, le pille 
C parcourra tonte la section ; Toutes les droites telles que (kr, BD) se- 
ront parallèles entre elles et a la droite (SO , t7ra), et pour toutes Ils posi- 
tions de la ligne (kv, BD), cette lirais tSiiscra en prtiœ égales les cordes, 
telles que (mil, TOI), parallèles à la tangente (tir, m) au point, projeté 
en v, où se rencontreront la droite (kv. Ml) et la section. 

Cette propriété , iEralogue* celles qu'on a vnes o» £5 1 et 55), ftil 
doBi«»Mligne«teHesqe»f«t, BO) le%om do cSaméim eonjuguei, ou 
.simplement de diamètres. 

rêg. Cet tli.imèrres étant praHt-les ns en reneontronl tpCi lïnflnij ainsi 
k point utalogta «n centre de In section fermée et de la section a deux 



Fi- 4& branches est à l'infini : c'est-à-dire que la section ouverte a une branche 
n'a pas, à proprement parler, ce qiflln appelle un centre. Par la même 
raison le conjugué d'un diamètre (îv, BD) n'existe pas. 
570. Si par le sommet (S, S') on mène un plan perpendiculaire « la 

évident que ce point étant pris pour p61c , le diamètre analogue à. (in, 
BD), et la tangente correspondante (ivu, BD], se trouveront à angle droit. 
Ce diamètre coupera par conséquent les cordes qui lui seront perpendicu- 
laires en deux parties égales. 

On donne à ce diamètre , qu'il sera très facile de déterminer , le nom 
d'axé de la Kcctiuii , h m iipja-lli! tu»«fi di: celte tertion le point, ana- 
logue au point projeté en v, où i! la coupe. 

ou le sommet du cène est a L'infini. Alors lITsurfice donnée est un cylin- 
H.iJ dre à base circulaire TDRV, dirige dune manière quelconque (te, Ce') 
F * 1 dans l'espace i la section, 'h moins ■|.t\ lk- ne soit composée de lignes droi- 
tes, est une courbe fermer (ÙHV, BD), cl J'aie des pôles est à l'infini, et 
parallèle à la trace horizontale AD du plan coupant (AB, BD). 

Or, chaquejiole situé sur r/u étant i l'infini, les cordes conjuguées , 
correspond m il ^ :i m pôles seront des diamètres rectangulaires TH., W, 
de 1» base TUltV. Les plans menés par ces diamètres , parallèlement au 
cylindre , auront pour traces les droites VÇ , Tip ; ils se couperont suivant 
la droite (Ce , Ce') , et ils couperoot le plan (AB, BD) de la section , sui- 
vant des droites ge, BD), (fe, BD), qui seront de rentables diamètres 
conjugués de cette section (54g), et qui se couperont suivant son centre 
(c, J). En effet, au carré TU'it'V, formé par les langeâtes T'A et R9, 
Ut et V-j, menée. extrémités de TU et VU, il correspondra un-pa- 
rallélogramme i'nW, formé par les droites A! et ir, tu ct.-Lu, inter- 
sections des plans parallèles an cylindre menés parles tangentes T'A et Ri, 

TUBV , le point ( se mouvra tout anlonr de tuni, et que toutes les droites 
comme fr et vu ne cesseront pas d'être des diamètres conjugués. En ap- 
pliquant d'ailleurs a la figure qui nous occupe les raisonnemons du n". 55a, 
un reconnaîtra qu'il y a toujouis nn système de ces diamètres dans lequel 



' CilÀP. IV. m;H SKCTI'INS lONIÇEIES. 317 
ils font entre euï un angle droit (619) , d'où il suit que les propriété 
des dinmulrcs conjugué;, des ares, etc., démontré; plus haut (54g — 
555) pour b section fermée du coric, ont lieu pour telle du ejHndre. 




. jurallele au plan [jui-niLi S I , I l ■ ! lVuii , et I.: |r I Wapprocliçra de la cir- 
conférence TL-I1Y. Si ce |>. le. J::.i. r.l cniln par;lklc 911 plan lancent, le canin [«,«') pn- 
sera à l'Inli"! ; If péle ,.,|,,.li.I.-.„1 M., ,l,„;i< menée |i.ïv le. 1 .iiin(l (S, S'), {(,<:■), sera 
lur-l. ligua TliHYj Iiiii- l.< .iis.nOIrL-ï seronl pjrjllék., et r.,L,tfn les c-.i-.los parallèle! 
1 ces diamètres auront leur pAlc réuni an préeé.lait iuliai.l le ,i,,iiit 0, où lue dej p[i 4i . 
pOlcjOO'towriCTalabaieTUEiy.Deior^^ Fia) j 

ijiteme do troii pflla oanjuenci ac réduira à deus ptrinliO et O", dont la dernier «ni 
«.«■laite. _ v 

SI le. t. .11 1 i.-ir^ t . ,11 o.:]ln:i,a[Ll .^j nLuieoir . :l Ih-s <leul nappea.Li PL ^j, 

iKtionanra il™. ].r:.Evne4 b k", i r . .'.Un-nl s é'mi. dan, [.1 s.-cl i,.i. i.u.erlc ie trou- fis.* 

Teront «pardi; celui C, qu* corrc.ponJ.it 9U centre (c,</), et Cjui ct.lt dana l'inlécL-ur 

Ic.h asjjjipti.lea (<-<:, ,:'!!;. , ' P,j , k< .1; i-.i - |i.„:il..-,, •p.,- ^iimj prendre le pule O 
icr.mt si! aie- iur la n irli.;Tlt, Je l'aie .'..le. pùlci : (.. meiise .laes le ceï.lo TUHYj Us 
diamètres imaginaire étant compris ilans l'an.;!,: ^ 1 :[.;. %'| 1 1 . in île Des-, les pûlpE car- 
iée dej pôles, au-deUr! de li partie TU, et ici trois poleiO, 0\0'. le seul pOloO' 

5 7 4- LES SECTIONS ,IPM(in'.S .1-..,, ,/m <■%.<<■■% *i hyperboles, ou 
dû! panûinkr, (•;. Lu itnk' jimil , tomme on le sait, de la propriété que 



{") Nom a»iom d'abord démontre, au moyen In grand nombre de proportions, 
juivan! la norclie dci shuïcsk, le» |ii„,iviéié, .ninrt^rHiBjuci .!,■ I',:llipic, do riîperbole 
et de la parabole i mm a™ préféré mirre la marclie de M. PoManet; peut-être cl- 



pl <>. s'il est coupé par trois Sécantes PQ , QR , RP , absolument f^ebnqmjs , 
F « 3 - OU 1 

PO x PO' = PM' x PM s 

QN x QX' = 00' X 00 î 

RM x RAF = RX' x RX. 
D'où l'on tire, en multipliant membre à membre , 
POxPO'.QBxQN'.RJlxRJr=PM'xPM.RS'xRN.Q0'>:Q0..,(a) ( 
ce qui donne ce théorème : Le produit des segauns FO,PÛ', QX, Q5',eù:., 
adjacent aux sommets P, Q, R, dans le sens PQR, est égal à celui des 
segmens PM', PM, RX', RX, etc., adjacens aux mimes ioDimcfa, ,tou 
fe isnr PRQ (*). 

57S. Concevons que le cercle OMX Serve de base à on cibe (îont le 
sommet soit choisi arbitrairement; imaginons mie ce même sommet soit 
celui d'une pyramide dont le triangle PQR soit la base , et supposons crue 
ce c6uc et celte pyramide soient coupés par un plan quelconque. La sec- 
"s- s. tion de ce plan sers;, en général, telle qu'on la voit iig. 16, fig. 7, ou 
fig. 8 ; car lo cioe sera coupé suivant une courbe fermée , murant une 
courbe à deui branches, ou suivant une courbe ouverte, et b pyramide 
suivant un triangle pqr. Or , quelle que soït ccLte section , ou va voir que 
le théorème précédent s'y applique : c'est-a-dïrer qu'on à 
/wx/»'- î« X tpi . nnX rm' =zpm'xpm. rn' x rn . (jo'K 90. . . 

F* J. 576. Par le sommet S du cone {fig. 4), et par le segment q^conijne 
!,'"' ' PO de la baso(/îg. 5 cl Jig. 4), faisons passer un plan ; il contiendra le seg- 
ment p°lfig- /,,fg.6,Jig. 7 etfig. 8), correspondant i PO (fg. S et 
F *-'- Jîg-4), et les points S, P, p., seront eu ligne droite, ainsi qne-S, Oeto. 
» SPO/Spo, auront donc l'angle SPO eonuaun.-ce qui 

SFO : S/» :: SP xSO :êp x So, 

isSô-tfe <»)■ 



CHAP, IV. CES SECTIONS «imQUKÎ. a(9 

IftittnoioiOTwliinms que le.rapport de la surface triangulaire SPO, et du 
reci»n K l».fiP X SO , dea goté qnî comprimeul l'angle S , » t le mime pour, 
le legment PO do in W, et pour le segment correspondant /» delà section. 
Désignonscc rapport par-, et appelons 9 la perpendiculaire abaissée du 
point S sur PO; nous torons, 

SPO _ j»x FO _ = , _ 

SPXSO ~ SP X SO"= <■ J * I 

PO w a 5P £ SO - 

11 en sera de même pour tous les antres segmensPU, ON, etc.; mais la 
perpendiculaire $ sera la mime pour les quatre segmens PO , PO', QO , QO', 
dirigé* suivant PQ, et les perpendiculaires irct^, abaissées du sommet 
du cône sur tes droites Q_R et HP, appartieudrout aussi aux quatre 
segmcns diriges suivant chacune de ces droites. Si donc on désigne 
pur-, -, -, -, -,ctc, les rapports analogucsicclui que nous avonsdcsignii 

PO X Pff = . I SP ^ SO fc^^ i PM-XPM^0. SP ^ S '' , ri SP ^ 5M ; 
ON x QNW^So'^.^; RM' xRIW B^La 
RM X KM'=ar^pi! J 1 ' 52-^- S ï ( QO' X QO=c' rf'S^S. 
Ce qui donnera pour le premier membre de la relation (a), 

et pour le second, 

«trVxtW SF * ^ SM' x SM.SN' X SN. Sff X SO : 

oo'<i" X hb'b" = ecV x <W(f [a). 

Relation qui est indépendante des grandeurs PO, PO", SF, SO, 9, 7i, etc. 



lion 0) est tout^-ln-1bis équivalente à la rclauon („) ci à la. relation [*), 
Donc colin, il rraulln <!n t.: .;<n; lu î nliiliaii i'j) e>t vrjie pour la base, que 
la relation (n), qui se rapporte ]j la =c. 1 ion , est vraie aussi (*). 

577. Cette même relation (b) a lien cjirnrc , Lini:niL- on va le voir, lors- 
tjue Iffsommet duetnic rat à l'infini. En effet, dans te cas la section n'est 
autre chose qu'une jirnji'ciiori <>]jli<jn^ on orllu^onnle de la base, et les' 
grandeurs qui sont sur une même droite PQ , Ql\ uu RP,snnlà leurs pro- 
jections dans un rapport constant , G, y, eequï donne, 

PO X T'Y = a'- po X po'i QP X QO = a: ,/d X 50 ; 

QM x QN'= S: qn x orf; RIV x RN = €■. m' x rn ; 

RMxRM'=y. mx™'i PM' x PM = >■■. /im' x /m , . 
et par conséquent, 

a't'y-. psxjw'. 1711x711'. mixra^s^V. pm'xpm, rw'xni.' qo'Kqo, 
OU, en retranchant le facteur commun a'Cj-, larclation (SJclle-niémù. _ 

deur sommets y et 7 appartiennent à un diamètre 00' de cette section , 
et que le troisième sommet s éloigne l'infini sur ]<■ t:unj ligné de no'. Soit 
que ce diamètre conjugué a: trouve à une distance finie g t\fâ. 10), 

concourantes au Troisième sommet, seront des p-ji^IIl-Jcs au diamètre <-on- 
jnguc.à tw'i donc on aura (55i,55g et 568) - 

pm = pm' et on = jn'. - . 
Ce qui réduira la relation (AJà celle-ci : 

po X P"'- q" ■ m X ™' = J"H ■ rn' X TH. qr>' X qa , 

/oX^7 X nTx"™'"~î?'X)o ■-' WJ: 1 * 
Le troisième sommet étant à l'infini, il faut , pour faire usage de celte 
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voir ce que devient le la 



579. Le pion mené par le m 
de? deux cordes m'pm , nqn' , 
droite PR (fi s . S aftg. 5> do 1 



droite SU, menée par le sommet S di 
point P, menons la droite xy parallèle à nrtuj les Iriancl 
SWt, FHx, nous donneront 

■SRiPj: ;: HM:FM. 

De même les triangles semblables M'SR, BlrP, nous doun 

SR : Yj :: RM" ; PM'. 

Et comme pm' =pm , on a Px = ¥y ; d'où il suit que les 
ports des deui propttrtiuBS précédentes sont identiques, ce 
RM : FM :: RM' i PM', 



Égiiliténniaura lien eul.e K g.a.idmn-i mir et»/*, mV et »^', pouf toute 
ligne droite rfR', m'il", menée ps. le point M' et rencontrant les trois droites 
Snf ; S/,, Sm. Or, supposons que la ligne droite m'R' con.pc successivement 
SR'en des points H', R', etc , de plus en hlBséloigii^, e! qu'enfin celte droite 
m'R' prenne la position m' m , pour laquelle I.: ,,„„! [f, p3siée!! ,., est sup _ 
;i : mln.i; la relation précédente deviendra 

s 

Ce qui montre qu'un point rihat à [infini sur une droite m'm, Icsifo- 
tanect injinia de ee. point ,: f ,:i„f, m' t-f m de lit mànc droite ,m»i- 

ytcUa nient une. différence finie m'm , sont cepend ■ 
égides, puisque leur rapport est l'unité' (*). 



H Vojm le TMUi A, proprMJ, P rvj K ri,„, , s. 



PI 4» 58o. D'aprèseela , on voit que lu 



sera aussi à l'imite, caries de^ wfiais m , nrf, diiftnnt de la 
longueur mm', élantégiui, les infinis™, ™',, qui nf 
longueur mi, moindre que mia' {579), seront non-se- 
eux, maïs eganx aux deoi premiers. 
Donc U relation (/) ce réduit à 



d'où résulte ce théorème important t Que dons toute section plane conique 
ou cylindrique, les aaarres des ordonnées parallèles à un diamètre sont 
entre eux comme les rectangles des segment correspondons formés ma son 

conjugué (584). 

Les aies n'étant autre chose que lies diamètres conjugués, ce^mêraB 
théorème a donc lieu pour les aies. Il rs nous servir à démontrer l'iden- 
tité de la section fermée avec l'ellipse, de la section idem bs»Dcbei avec 
l'hyperbole, de la section ouverte avec la parabole. Pour chaque section 
nous supposerons que cette identité ait lieu , nous construirons les foyejs , 
et nous ferons voir qu'effectivement la section peut être engendrée au 
moyen d'un fil attaché à ces foyers (855, 86i et 867). 

SBi. Soit A'B'AB une section fermée, AA'et BB' ses aies, on sait (858) 
que si cette section est une ellipse, les petits arcs Fg, F'g', décrits du point 
B comme centre, avec un rayon égal à CA, couperont le grand aie A'A 
aui foyers F et F' de la courbe. 

Or , on aura , par le théorème du n° 58o , 



Et comme P,V x FA = (Ci + CF) (CA — CPJ = Ci — GP , il yieni 
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PF'= CF + CP- aCF X CP. 

Donc 

m a â" -g. GB* -aCF XCP, 

mf' = cb'^- cf'+ !=, (cfi' *-iœ) — atr x cp, 

ou, à cause de CB + CF=t BF = CA, et da S*— CbU BF — Cfl = CF , 

MF je : CÂ* -H S^f — -aCF x -CF. 

El attendu qao la qualpiènie pTOportioîuicile i donnée par celle 

proportion, CA : CF ^ CP ; cal plus petite (rue CP , et par consc- 
qnent.plus petite que CA , on a 

MF = CA — 
On trouvera , en suivant aBsolumcnt la même marche , 



■ = -CA -i- ^ 21. + aCF X CP , 



, CF X CF 



MF'=.CÀ + - 
On amadoue 

MF + MF = , a AC => AA'. 
D'où l'on voit qno Iw iulMi ifill—jV iluli lui et do cjiiiidre«i «eQe 
qu'en prenant les dcui pointas F* et f ipour foyers , foqoarnardte rayons 
vecteurs MF, MF', d'un point quelconque SI,. est égale an grand aie AA' : 
ce ijui prouve que celte section ist-one ellipse (855). 



. ISTEH5ECTJONS DE SURFACES. 



Du point j> comme ccniru , wt raiimt rayon, décrivons le demi- 
cercle Agit; puis, sur A'* comme diamètre, construisons la derai-cercle 
k'hk, cl prolongeons l'ordonnée pm jusqu'au point h, ou elle coupif ce 



h = pk' x pk = pk' x p A , 
PM s= S (PA' x TA), _ 
El comme un > FA' x TA = .(CP + ÇA) (CP — CA) ; U s'ensuivra 

pm' = S (cp — CÂ"). 

Portons pin et ph on Cm' et Ci' ; joignons les points h' et A par la droite 
n'A ; menons m'* parallèle à n'A , et prenons CD = CS , CD' — Ci. Les 
triangles semblables C/i'A, Cm'i, donneront 

Cm' : Cft'"ou ^m": pft" Ci' ou CÏÏ': CÂ"; 
d'où l'on tire 



PM' = =. (CP — CA'J = =. cb — CB-- 

Maintenant, supposons que A'A et B'B soient les deux aies d'une -hy- 
perbole ; pour avoir ses foyers F et F' (864) portons la distance A'B di 
C en F et de C en F' , et nous allons voir cpie cette hyperbole et la sec 
lion qui nous occupe sont deui courbes identiques. 

583. Pour le prouver on remarquera que - ; i ' ■ 

MF'= PM'-f- PT; ' , 



Digiiized by Google 



CHAP. IV. DES SECTIONS CONIQUES. 
PF = CP — CF : 

uï donne 

PF'= CP'+ CF'— iCP X CF; 

mf = c5* — en' -i- cp + cf" — =t;p x cf , 

MF = CF — £B + =. feu" + CA - J — 3 CP X CF. 

cf'— cb'= ab"— cb = ES', 
cb'+ ca'= CF; 



El tomme In ipiairiOnii; |>r<iporli<iMiicll.: -"- , ilmniéc par la propor- 
tion CA : CE i! CP : j, etl plus grande irae ÇA, on inn 

MF = — jj— — CA. 
Un trouvera, en suivant In même marche , 

MP = + CA; 

" MF' — MF = aCA = A A'. 

de la section , \un points F' et F est constante cl'jgals'k l'a™ réel : 
done^ete. f8G,). ^ ^ ^ 

et /il» e'ianl doux Ortlonnéei qticlcnii(|!icq |>nm]lMrr. à la tangente en A , 
les segment correspondant seront d'une part PA et p\ , d'iutrs put les 
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distances infinies des pointe P et p à [Infini au-delà du /i. Nommons us 
distances D d 1/ : on soit (57gj (pic leur différence l'p étant une quantité 
finie, die-; ; ei u]:L p;ïiLle]!>i;:ii i^'akr.. D'jprv.: cdj , le llniorimc du n" 5oo 





585. Cela pose, supposons que la droite A/i, an lieu d'être un simple 
et pari extrémité m do l'ordonnée quelconque pm , faisons passer le demi- 



pm = lip X pî; 

ce [[ni donnera 

PM = T^t! AP = pJxAP, 
ou, en prenant la distance AF égale an quart de pli ; 

PÎ5'= 4AI x AP. 

Relation qui nuiisniipreiuSqne >i l.i M'eliim était une parabole, la double 
ordonnée en F serait quadruple du la distanec AF , et que , conséquem- 
ment, cette double ordonnée serait le pramèlre, et Fie foyer (631}. 

586. Raisonnons dans cette supposition , et nous allons voir qu'elle est 

En olîct, portons AF de A en D ; élevons par le point D la droila SB per- 
pendiculaire à A/i , et menons MF. Nous aurons 

Mï'= Pnï + fK, 

MF = 4AF x AP + {AP - AF)", 
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4AF x AP + Àp'-f- àT_"sAP x Aï , 
AP +■ AF'+ 2AF x AP = (AP + M')', 
MF. = AP + AF. 
M»iiiAP + AF = AP + AD = PD î donc 
MF es PD. 

C'est-à-dire que la courbe a tous «s points à la même distance du point F 
et de la droite DB; cette courbe est donc une parabole (8t>7). 

ï*;. IJunnt :m\ ïn-riiii:-; i:o:iiqii[M i l '•■.-[lîidiii-jitL!: singulières ( qui se 
composent d'une ou de plusieurs lignes droites, elles sont évidemment iden- 
tiques avec les ellipses, les hyperboles et les pÉiL-aliolc; sirL^nlirirMjijisecou]- 
posentsussidelignesilniilts vi ilunl il tslquestioii Noie ["{885 — BS8)(«). 

D'après cela, toutes les sections p\ancs du cône k base circulaire [cône 
dont le cylindre de même base n'est qu'un cas particulier (6oG)J sont 
des lignes elliptiques, hyperboliques et paraboliques. On verra plus loin 
(6ej) que, réciproquement, tontes les ellipses, toutes les hyperboles, 
et toutes les paraboles , sont des .«Liions i!e plms e! de ciines à .bases C'ir- 

588. Lareîalion 

po x po'. ijn x qa'. «xi»' r=pm' x put. m' x m, jo'xjo, 
caractérisant, comme on vicnldc le voir, l'ellipse , l'hyperbole et la para- 
bole ; de plus , les concs et cylindres , qui ont pour bases des courbes 
jouissant de la proprin/Lé pruucc p;..- ri l.iliin: . ne pouvant être cou- 
pes par des plans que suivant des courbes qui jouissent de celle mSiae 
propriété, il s'ensuil que tous les cônes qui ont pour bases des ellipses, 
des hyperboles et des paraboles , ne peuvent être coupes par un plan que 
suivant une scclioucllipllipn:, jnîrJioliq.ii! ou n.iraboliquc. 

58g. U suil de là, i». que Joules les projections obliques et orthogo- 



n On remarquera penl-flirc rrae parmi LomrmUl d'hjpCTlio!«,«He quE-iecsnipt« 
dedmipirallclci floiputed'iuudijUn™ Ccic (88^), n'a rmol «H rctrou.ie (5*6 « 
S.;) parmi lu HOioa amiipei: elle eiule ou le cjUnire ll«>er,Tprrl«jliq.ir(Gi> 1 ). 
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nelc il'une ellipie, ilVioe lij|i<-i'!iulii un il'uiu; ji.iiiliult , sonl d'autres 
ellipses, d'autres hyperboles qu d'sulrcs paraboles; a", que les courbes 

dulifincsC). P S 



■ d'uncJnc,*.nIh.H..iii.i..:(S..S'):,il ;■: arMlriinmait.on uit (S.16-S5», 555 H 

jwrtift traies. Un plu .[.l j ■ L: i .1. ... pnfH iltédo couper ft!ad par môtUi tout hbqiIïh 
(le conïes parallèles I < anJIml. 

jyi. Loi-M|uo le* r.ml... ,-.ii T r. L v,ii:l,i m,-, . : , jil.m rli.m.ril \:A STH x«ht uerjuiruli mu- 



tera le plia diamétral eon-eipondanl aui cordes parallèles k la droite 
.1 !>■ ]>! li -l-.-.f .■..rii -|i.iiid,iil ,lu. h.i.J-* ipi sinr le piiinl f> 



Digitizcd by Google 




DigitizGd by Google 




Digitizod by Google 




DigitizGd by Google 



™N Ion}™" SB. Dmc,n 



333 



fM'-CM'-CT^ÎTA-eF', 

^ W_f (cT-cf). 

Ce qui donne 
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FM : Pm' CA : CD. 



fiin. TRtORÊXE a. L'ellipse AIîA'B' ayant encore pour l'un de ses 
axes le diamètre AA' du cercle ARA'R', les tangenta MT, inT, aux 

eLc CP , mueront i'nxc commun AA' en m ména point T. 

Pour démon trer i«lf propriété, concevons que l'ellipso AilA'B', sup- 
posée horizontale, soit la Lase d'un cylindre vertical, et faisons tourner 
le cercle ARA'R' jusqu'à ce que le point IV soit sur l'élément du cy- 
lindre projeté en 11'. Le plan mené par la position qoe le point R' 
aura prise, et par les poinls A et A', coupera le cylindre suivant une 
section dont AA' et R'R seront les aies; donc cette section iera ci renia in-. 
Donc par cela seul que, dans le mouvement du cercle ARA'R.', le point R' 
sera venu s'ûppliquci -nr le lvIliiJi'j , cl- cciéle lùut entier se trouvera 
compris dans la siuï. l: U-j rj 1 Ai- VI" t t ];■ proiecliou ; donc Le point M, 
dans sa nouvelle position , se projettera en m : donc le plan mT, tangent 
en m à cette surface , contiendra les tangentes en M et m au cercle et à 
l'ellipse. Mais ce plan coupe la droite AA', intersection du plan horizontal 
et de la section circulaire ARA'R', ramenée snr le cylindre, en un point 
T . qui :ipp,-drliei]t iiux tinrent es eu question : donc, etc. 

Si le diamètre AA', au lieu d'être le grand 0«c de l'ellipse donnée, était 
sou petit axe, ennui h- tl;m. I<: i -as du l'ellipse ADA'D', on concevrait que 
le cylindre vertical passât par le cercle ARA'R'; on ferait tonrucr l'el- 
lipse ADA'LVautour de AA', jusqu'à ce que le poiut D' se projetât cnR'i 
on remarquerait que dans cette position le plan mené par la droite AA' , 
etpar le point D' ramené au-dessus de R', coupe le cylindre suivant une 
eUipsedont le aies sont égauï à AA' et DD'; on en conclurait que, dans 

On appelle™!* droite PT, qu'Hit sous la tangente iiT ou MT ou i.i'T, 
h soutangente du point m ou 11 .111 m', et on cnuui'i: te théorème, ■qui 
uuus occupe, en disant que & eeeele AU.A'R' et les ellipses ADA'B', ADAT)', 
mit, pour la nuinie.rilnei.'.se, une mùue suulangaite. 

np-J. fin. THÉORÈMES. CA et Cil étant les ilemi-turei dune eltipie, Imite 
droite TM . ejale rut dcnti-enlriii n.re . i/ui s'appuiera d'un bruit M sue 
cette ellipse, et de foutre haut T, sur ht direction E'CB du petit a.w. 
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aura au dehors rfc langle draiSÏÏCk , une partie RM, égale au demi-peiil si. 
axe CB, ou, ce qui revient alimente, en dedans de cet angle une partis f- 

En effet, du point T comme centre , avec TM comme rayon, décrivons 
le cercle oMA, il aura pour diamètre le grand axe de l'ellipse , ce qui don- 
na. (609) ' 

DM : PM CA : CB; 
mais les triangles MPR, MDT, étant semblables , on a 
DM : PM TU : RM : 

d'où résulte 

CA : CB :: TM = CA : RM : 

ce qui exige qu'on ait CB = RM, ou la ligne RT égale a l'excentricité. 

fita. Scitolic. Celte propriété fournit un procède bien simple et bien 
commode pour décrire une ellipse. Le voici : 

Etant données les direclious MK, PQ, des axes, ouprend un petit fi e . 
ppîer abcd, dont le côté riAsoït une ligne droite, on marque sur le bord 
de ce papier trois points A, B , C, tels que la ilïsIniiLi? AB soit l'excentri- 
cité, AC le demi-grand axe, et BC, conséquemment, le demi-petit ave. 
Cela fait ou donne au papier une suite dépositions telles, que les points A etl!, 
qui terminent l'excentricité , soient sur les lignesMN, PQ; pour chacune on 
marque la position correspondante dn point C , et les positions successives 
de ce point décrivent l'ellipse dont MK et PQ sont les directions des axes , et 
AC, BC, les moitiés de ces mêmes aies. 




cflinJrcpinillitr aux droites (S!'» ,MV), fïji ..W) , .te, il coii|i«o le plan BV lui- 
Tant une courlie [Drrmnl), IrV),ri« : sur» ,1, uj- ].ra;™lii.ii liuriieiilalc la ligire en qutll™. 

arête BIT k fUnUd; donc cette cour!* sera une ellipie (5%) : donc la ligue BmrraD, 
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lia LIVRE IV. INTERJECTIONS DE SURFACES. 

Pl. Si. tol.aueleailroitaraerrkip.r rcapalea^tp» le centre le O de 11 «elion, ruent 
fit enin elles nu enfile droit. 

Fq. I. DoBC.TTmV itajil libuedu eflindrc , A B éluit In traecduplnn coupant, et ,/étenl 
le inliittementdu centre de In jeetion autour de AU, it l'on élire lur le milieu de Cyla 
perpendiculaire mu, oui rencontre AB cd m, et qne du peint m, comme centre , 
ara; vC cajume rnyuu , do décrire le demi-cercle ÇCyf , ce demi-cercle icre tel que la 
angles ÇCf , trï , soient tnus dout droite; le* pointa? cttfi seront l« ptlea correipondana 
..asiumil.: la jiTtion , et ici droites ïy,«ï,ierail le rabattement lie éclates. 
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LIVRE V. 

QUESTIONS DIVERSES. 



CHANTRE PREMIER. 



■ Développement des surfaces. 

(iio. Les surfaces dev^inppablei .ont fiviptemment employées dans les art» 

P D'après «Sa, la question de développer une surface développante , et de 
rapporter sur son développement les tmmfirmétx de» courbes qu'elle con- 

i,m,- .irritions- Osi si Jëj i vu ' et .\ y\ iiinmn.t <:[l: rc:nnt pniLr le 
cas du cylindre droit et pour le e:i- dn ..'.ni: lù oit ; us sllon- b résoudre 
■ l in- il'mi'i. - i ;.- . i:iMj]i.li.|.L' : - . el M.nLwnp.^.T.ijL-,, dans un problème 

général, les rediei-clie.. .(nc.i-i- ].i -ul-iilrm mizipl^ir: du développement 
d'un.: surface développalde donnée. 

fiai. pROBI.iiMl: V . EtunUhiuweuwt snijinv rrliiuliiqau ijaekan^ur, 
>,// ih'iiumih' tt>- i niKlmin' ■■mi ,/■ i . . .,v n/j jmrtrr .sur lu ■kWfa/^ 

ri h: tr:in.>ji.!m<h\ île n ttr , pu< un puwl • '.nni ji'/t/rmirfinriii w" 

i ''si*:- Kilru >x prnlik'Lin? , nmi' Lcmriiip.L .mis <pr dans le développe- 
ment (l'une surface cylindrique , tnns les éle'mens de celte surface sont 
nécessairement pai-alléles entre nu ; d on il suit que toute ligne tracée sur 
un cylindre, de ni:nm-ii: qn'i-lle <mi|i,: perpendiculairement tous ses élé- 
inens, est une ligue droite d.ins le développement (,j3.>). Or, rintersection 
d'une surface cylindrique, et d'un plan perpendiculaire à ses élémetis, est 



lia LIVRE V. QUESTIONS DIVERSES, 

une courbe perpcmlic ulaire à ces mêmes lilémcus ; donc celte conrbe 
se transforme en une limite sur te développement de la surface cylin- 
drique (*), 

6aî. 11 suit de lii oui: le dcvc]:,[:|iâ,ii.:ril 1 1 .■: 1 1.11 i.; L - .'.iblicndra en rectifiant 
cette courbe, et en menant par chacun de ses peint, dri droites qui lui 
soient p.'r|i.:iulicL]LiiL.'-, ; <ar elt.rtiiie île ces droili's -rra un élément de la 
surface, et Inircnsemlile formera évidemment te ilévcloppement. D'après 
cela, il vu i'Iit facile de résoudre la rpicslir.il proposée. 

1,4). 6j3. Suit (MIC, l'I.r nntei-.eeliuu J'i suiï,iar cv limlriipe ( piel(Mui|ue 

avec le plan horizontal, et (AD, A'K') l'un des dlémim-, de telle surface. 
Pour obtenir 50n développent ni , nous mènerons d'abord un plan quel- 
conque (FG, CSt), prpcndiralsirc aux élémens du cylindre, et nous 

rons l'un et l'auto: par ri ■- pLrr-, -.-.:i lLi :.n^ paralli' 1.-. '., AD; parce que ces 
plans, facUes à représenter , donneront des lignes droites pour section! 
avec le cylindre. 

driqricsuivant les deux éléraens (AE , klS), (CP, CT*), cl le plan (FgJgH) 
suivant une droili- passaril par le p'éitl (Il , H'.. P.:m nvoir un second point 
de cette droite, on mènera par un point quelconque H de la trace "ver- 
ticale GH , une I.m L-onlale rH'\, 1ÎY), situe.: .Les le plan (GF, G1I); elle 
percera le plan AD suivoutlc point (\, V}, cl la dn.ile (DE, D'E'), menée 
par ce point et par le point (D, D'), sera la droite cherchée. Au moyen 
des sections {AE , A'E'l, (CP, Cl") et (DE, D'E'), on déterminera les 
projections verticales 1'' cl K'> i-l:- ;>:)inis d:: l'iiil-.-i--ect iotj situés dans le 
plan auxiliaire AD , cl ensuite , 01: le; ra->p:>rl:::a ea tn.'.j::. Llijl ji^i j.; ;i:Ja.îe 
en P et E. 

Une fok qu'on aura déterminé la direction DIS", de la projection verti- 
cale d'une section da plan (FG, GIT) avec un plan nuiiliaire AD, l'emploi 
des antres plans auxiliaires deviendra très simple. En effet, soit 1K un de 
ces plans; il coupera 'a surface cil ini Inqui. -uivanl 1rs clémens (BK, B'L'), 
(IM, l'M'), et Wplau(FG, 011) suivant la droite (KL, K'L'), menée par 
k point (K, K') parallèlement à (DE , ll'E'J, ce qui déterminera tant de 
«.rtouspointi (L, V), (M, M'), de l'intersection cherchée (LPnM, LT'b'M'J. 



1") Dans 1rs ails, un iluime le nota iFarc <!iv<r Jus T'omis ,1'uhr *nrf:i^r il Oir?"]'ji -l'Ir 
^a< h chr>nf/iil tn lij^sn droilei tat le deietoppemrnt ilv celle larraoe- 
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Il sera facile de la décrire,'dès qu'on aura construit un nombre suffisant 1 
de points tels que (E, E"), (T, F'),(L, L% (M, M'), 

634. 11 s'agira ensuite d'obtenir la lijjne JI.JVM, LTVM') dans sa véri- 
table grandeur, afin 'ii- pouvoir !.. J i It l- (.ïr , ]J y.l'ii::- |hi]:, [■ 1 lie ra- 
battre son plan autour de l'une (!e ses tracts CI' nu tlll. Supposons que ce 
soit autour de CF. Un point quelconque T, , 1.') décrira un arc de cercle 
vertical 1X>, dont le centre sera en K, et qui aura pour rayon riiypoicnuse 
d'un triangle rectangle dont i»i coté sera l'ImiuoiLlan! LK, el l'aulrc coté 
la verticale IL'. Eu portant doue <:.:lte li > |mtéuu!.e de K en 0 sur la droite 
LQ, on obticndralc point 0, rabattement de(L, L'). D'après cela, il sera 
aise d'obtenir la cnnilie <)S(), rabattement de (LPnM, L'P'n'M'), autour 
de GF, Le raba Item ont II TU rie la uiéiuc tourbe , autour de la clicrnièrc 
ÇH, s'obtiendra par les mêmes moyens; et les deux courbes OSQ, P.TU, 

GaS. Maintenant, divisons l'a courbe OSQ en arcs VX, XV, ÏS, etc., 

siblc, qu'ils sè confondent Troc leurs mrdes. rWile', ayant mené une 
droite quelconque r/'y , [>orlorn, à pi i lir d'un p'jiut 1 de cette droite , à la 
suite les unes' des autres et d'un mime côté, les parties VX, Xï, ÏS, etc., 
en Kt, Jj-.^î, etc. Puis, portons de l'antre cùlé les parties VO, OZ, etc., 
0Sq' d"' T \ " l ' 6 '' E inJefi "' e î" 4 P 1 ^*.'" 6 ™ Ia r" 1 ' 1 ^ 1 '"" <•« > a courbe 

Cela posé, élevons par e)i iquc point e . .r, r, f, rte. , e , ... <■-,-.. ,:e 
la droite indéfinie </'<; , des perpendiculaire-; a tel te droite. Chacune d'elles 
représentera un eléineul dn ejlâebv donne , en sorn- que le plan Indéfini 
représentera le développement général.de ce cylindre , et que la partie 

correspond a une simple circonvolution de la courbe OSQ. 
G26. Soit (A1IC, l'C) la courbe dont on demande la transformée. Il feu~ 

dra, pour olifcuM' CL Né 1 l a u-Cuirue-.' . pl. ri. Ln: la [i.u;£aenr de chaque portion 

d'élément (PC, P'C), (LB, l.'fl'), (Ml, HT), etc., et la porter, savoir: 
la première (PC, P'C) sue la droilc tv, depuis k point V, qui représente le 
poîul V, ou, ee qui revient au mime, qui représente le point (I',P), jus- 
qu'en c; la deuxième (Lit, L'D')sur ta droite ah, depuis le point o, qui 
représente k pointO, 00, ce qui revient au mémo, le point (L, L'), 
jusqu'en b; et ainsi des autres. On décrira ensuite imc courbe Vift™ , pm- 
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n fc saut par les points obtenus, r, i, f, n', «le, el cette courbe sera la trans- 
p," w fonucc de (ABC , l'C). 

IleSl éviik'llt qui.- nllc [ï:.[isf(>[jj.iT .'i : li:[i(l a l'iisfmi par se. lltut c\lré- 
mités (ijîa), cil que l.i prlic ri'rvi riirre.poiiil Si mu; circonvolution de 

(ABC, rcj. 

617. H s'agira encore de mener une tangente à la courbe n'eu par un 
quelconque b de ses points. Pour cela ou construira d'abord le! cm eut <>b , 

point (L, V) de^ki courbe (LPflM , LT'H'lf), lequel s'applique eu 0 quand 

l-lcmellt (BL, Bl/), qui déterminera le point {K, VT), correspondant au 
point*. Far le point H on mener., la ilroile TIF, tangente en II à la trace 
ABC; on en déduira la tangente (FLW, F'L'W), à la courbe (LPhM , 
L'PVM')cn{L, L'), ainsi que la tangente Oï au rabattement OQS. 

Les tangentes Fit, (IX, F'L'), étant dans un même pian, tangent au 
Cvlïndre donne suivant IVlénn.nl TL, Tl'I.'), elle, formeront avec cet élé- 
ment un triangle (FLB, FT/B') , qui ne variera pas 1 l.i 1 ■■- ■ L'.-vi I-.[:]»tiil-ii' 
' du ejlindrc. Or, ce triangle est rectangle en (L, L'), le cote (LE, L/Ij") 

égale o&, le n>té (FI,, V L'J é^ale FO; donc, si l'on porte FO de o ta/ 
et que l'on mène./?., le triangle fob sera égal au triangle (FLB, FT/B'). F.t 
comme l'angle (LBF, L'BT% de la tangente el de ! 'c'iémcnl, lie varie pas 
quand on développe lu <■; lindiv y? 11), ta droit.- fh serais isngeulc clicirliée. 

gente (FL, F'L') perce le plan vertical, et parle point li, rabattement de 
(L, L'), est tangente en 11 à la courlie HTIÏ{ et que la ligne WTJ égale 
(LW, LTV'). 

Ga8. Exécution de Ufim. Le plan (EG, Gll) étant une des grandeurs 
les plus importante- ■ 1 ■ - F. : jm 1 1- , un a .i]p;>.>sé ipic 1 .■ plan existait rlatis l'es- 
pace. Il est clair qu'il cache , en projection horizontale, toute la partie du 
cylindre située au-dessous de la section (LPnM , L'Fn'M') ; et qu'eu pro- 

au-dessu. de celle section, qui se trouve cachée. D'après cela, il est aisé 
de déterminer le lignes pleine, et ponctuées de l'épure, 

6ag. Problème î. Étant donnés une surface conique, on demande 
d'en caiistnùre le r/éa. .y- yv/ , .A- nij<i>«i7>T fur re développement imtt 
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CI1AP. I. DÉVBLOI'I'USIKST 1M : .S Sril F A r KS, îJ5 
courbe donnée sur ta ■,',■l.■.■.■ < '.^/..t.'l 1 , .7 :ii:'n,'r u:i<- langente à lit trous- 
jhrmic par un çue/ciropc île ses points. 

Pour cela , nous remarquerons que tous les démens d'un cône se croisent 

Si dont on prenait sur lesélcmens de la surfait donnée une suite do poinls 
également diïlans de son iOciiincl , il- tii:m.:r;]i.:i]l n— clairement surccltc 
surface une courbe particulière, qui jouirait de la propriété lin se déruulcr 
suivant un cercle sur le développement demandé. Or, il est clair que celte 
enurbe n'est autre chose que l'intersection d'un cône donné avec une sphère 
ayant son centre an sommet de ce cône. 

65o. Cela posé, concevons qu'on ait construit une telle courbe : il sera 
facile d'en déduire le ili : v<-lri j-jpn-ini'!il .lu la surface dujinéc ; car il iies'am'ra, 
pour eela , que de rapporter i-i'tte coiulie sur nu cerclé d'un rayon déter- 
miné, et toutes les dmiies nienéea |)ai le cenlre de ce cercle, et par le* 

points de sa cirC0jilën:i . rq>iïs.:otefo:it lis lili-inmis de cette surface et 

hiviiitmril mu (liivchpp-ncnt. Ci-I ce que i':ip[ilkjliu:i :. nu i:i, ni|j[.' -, a 

6ïi. Soit (A, n) le centre do la surface conique donnée, soit HCDE sa fi 
trace horizontale , cl ïnil mu !r rnvim i[e I:- spjièrv p-n- Inqucllc rions allons 
couper celle surfais conique dans le but d'obtenir la t ourbe dont la trans- 
formée h^I circulaire. 

faces par des c6rw droits verticaux dont les centres soient en (A, n). Ces 

c/>ne donné, des droites; et les points communs des cercles et des droites, 
qui correspondu^! il un même ci'mc jnt\ili.iire, appartiendront il l'inter- 
section cherchée. 

Décriions donc, dn point A comme centre , un cercle quelconque 

AE , des élémens d'intersection du cùne donné^t du cùne au.iliaire. Le 
point F étant en projection verticale en /, la méridienne princi[jale du 
cirae sera la droite (AF, n/); cette droite rencontrera la méridienne (LM, 
Igm) de la spîière en un point (G, g), et il est clair que le cercle (1G1IL, 
gl) sera l'intersection de cette sphère et du cone auxiliaire. Hais ce cer- 



H ; n donc on met ces points on projection verticale sur i 
on aura deut points (II, h), (I, i) , de l'intersection chef 
ni**). 

En menant de iil>uk ™\ rinn au. itères , cm aura da nouv 
tels que (H, /(), (I, i) , cl l'on pourra décrira celle conrî». 

<iîa, j'otir la tracer avec exactitude, il sera bon do constn 
|itmils ::n;;iULrvijiii currespoudent nui contours des projectji 

sera dans le pla^vcTlical AE^or, en ramemnt le plan en ' 
(H, i) viendra en (Q, y), l'élément (Alt, ait) viendra par a 
{AQ, o.,), et connu, l„ [UtiniliiniiL' • pliériipic AU viendra er 
il s'ensuit q»e le poi"l cherché se trouvera en (R, r;. Et. n 
le point (H, r) en (N , n) , ce dernier point sera celui où 
verticale J t - hcuurljc (_MK1I, hikh) touchera la droite ab. Ou 
pareillement le point (K , i). 

Les points singuliers oui correspondent su contour (LM, Igm), de la 
spliéit , se trouveront encore plus facilement , car ils seront les interac- 
tions de la nu-ritlietiui: :'I-M , lai"), -iv.t les i^lhi-tis du cime donné situés 
dans le [dan LM. (AS, <u) est un de ces élémeus; il rencontre (LM, fg<n) 
en (T, l) : ainsi , (T, Ij est l'un de ces points. 11 sera aisé de vérifier que 
l'antre est en (0, o). 

Il est dur que la nappe supérieure du cùnc contient une seconda brau- 
nNc di; l'[rilLiM:ciion qui nous occupe ; mais noue ferons abstraction de cette 

de rapporter ^a courbe à double ? courbure (MKII, nîti) sur un are de 

d'abord ohli-nir , par It moyen «posé n" 43t. nue transformée de la 
courbe (MKH, niU), qui présente la véritable longueur de celte courbe. 

On développera donc le cyUndre vertical TIKHKT. La trace TIKHNT 
ayant élé rectifiée sur la droite T'T", et les perpeudicnlairea TV, Vi, 
K'K, etc., avant été élevées pur les points T 1 , Y, K', ulc., correspon- 
dant à T, I, K, elï., on portera sur ces perpendiculaires les hauteurs dea 
points (T,(}_, (I, i), (K, i), etc., au-ilessm du plan horiaontal, et b 
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riiir. i. □ÉvELOPPRMr.M'r nf:a si^rfscks. ni,', 
courbe fïKlïrit' aura évidemment la même Longueur que la conrbe à 
double courbure {T1KHN, likhn). 

G34. Connaissant Li ligne l'i't'h'n'l", ou ia divisera en parties :ihi pe- 
tites pour qo'ou pui*.<: li" 1 imsiJVivr- .-..mme sensiblement droihï, cl l'on 
pariera ces parties , à la suite le tiiii---^ des .nili-r:s . sur l'arc Je cercle 
t'V*"B. L'arc l'i' se trouvera en fV, W on m, «K en _A"A", K/m A"n" 

indéfinioicot du cûlé de ces derniers poinls, l'ensemble de ces lignes 
repréaculera le développement di 1 b napiii: inn-ririui- (tu cë.ne donné, 
correspondante 1 une circonvolution de la cgurl>e (N1KII, iiikh). 

11 ut aisé de voir ou'on aurait le développement do b nappe supé- 
rieure en prolongeant les droits en question de l'autre coté du point A'. 
Quant aux partiel du cane, correspondantes à de nouvelles circonvolu- 
tions de (lMKH, nikh), eu les aurait en prolongeant indéfiniment , et par 
ses deui entremit b ti ainfonziii.: n iili'tit' 1 , et en portant ses différentes 
partira «or le cercle entier rtjWi On voit qu'alors les rirrorlvolnlinn» suc- 
cessives tic la suri":,..' .l»iu„:,: - .ippri.iueraient le- .in,-- .or les autres. 

obtenu, one courbe .[iiek-ûiujue BCDE, connue sur le cône donne. Soit C 
un point dû celte cuuibc r| 1 □ ". >i a veuille avoir sur 1.- ifeveloppemenl. Ou 
mènera par eu poinl In itnûle \C , projeelion liori/oritale do l'élément 
correspondant; celte .boit,? d. : terminera un poinl (1,0 de 1.1 ligne fNLKII, 
fiiUi) ; ou construit:! 1.1 L ■ 1 1 1 ^- 1 1 - ■ 1 1 1 trf Je rélérucii! AI] ; ensuite, on nppor- 
tera le point (1,.)™ {, nt Li transformée l'ï/t&h'P, puis en f, sor le 

Teloppement du cène donné. 

Ou coiisb-uira de la mémo manière les points S', IV, ET, B', S', tpi 
représeoleut S, D, E, B, S, et l'on aura b transformée S'C'D'E'B'S' de 
BCDE. 

la transformée S^C'Di^B'S'', une tangente bTctte courbe'! l'our'cela, nous 
rapporterons d'abord ce point sur !e i-i'uu: donné. Or , l'élément A'C coope 
la courbe /'TA-"Û eu on point i"; sï donc on rapporte ce point eo i' su - 
t'i'k'h'n'l', qoe l'on construise le point 1', et qu'on rapporte ce dernier 
point eu 1, il est clair que le point (1, r) sera le corresjniidint de /', en 



LIVBB Y. QUESTIONS DIVERSES. 



Mirlc qu'eu menant ta dn.ilc Alt, elle ilctermiiii.T:i li; joint C correspon- 
dant de C. 

Connaissant lus Juin points (! , <) et.C, il s'agira de mener par ces points 
des [angentes aux courbée respectives auxquelles ils appartiennent. La 
courbe HCDE étant une courbe donnée , on devra savoir mener sa tan- 
gente CX , et cette tangente sers ta traee du plan tangent au cône suivant 
le point (1, i). Par ce même point (I, i), on mènera un plan tangent à 
la sphère ; il aura puur trace hurizoulale une droite YX , qui coupera 
CX en un point X; par ce point et par Je point (î, i), on mènera la 
droite (XI, xi), et culte droite sera la 'allante en ([ , i) à la tourbe 
;_MKH. iwtft). 

L'élément Al du cène donné étant un rayon de la sphère , et la tan- 

*h rectangle en (I, <T ^ ""^ «97) T« P° ur «oir ^ Agents en 
C H sullit de construire l'angle *r C de ce triangle; si donc on mene^' 

tangente en C à ta trarrsforméc i'rt'*Vf (5o4}i Vf sera la véritable Ion- 
gueur de {XI, xi) : en porUnt ilinnr i.'l.li: ln'i:;ii<:iir de i - ' en x 1 , il ne ■ 
s'agira plus que de mi'nei- p,ir 1rs jinints C et x" la langente x'C- 

(07. Exïuritùi'i ,!'■ l'.'i.v.-. \,;\ i.j'liLTi' :iii\Ll:;.i:u '.^:iul i:::e île- 
deurs les plus importâmes de répuii. 1 , 011 n suppii-i; que ta calotte Hifini 
rie eelle -filière eM-)jiil il:.n- l'csp^rn 1 , 1-1. l'on -1 detui-iriiué , d'après cette 
supposition, les ligue- pli'im-s et ]i finies de ta pl. ^g. 

Il est clair que l'intersection fSIKil , tukh) est entièrement vue sur le 

are (TIK, tilc). Quaut au 1 au 1res lignes de l'épure, il sera facile' de déter- 
miner leurs parties ' iie-i eL .::idii\S- o 1 ■ ■"- r.<Tou- -ruleinent observer que 
ta méridienne ulgm cesse d'être vue en 1, et qu'elle ne recommence à être 
vue qu'au point où elle coupe le contour ad. 

OUI. Pjioiiijri Î, dowd im hili^ùl, divtlvppail, , mrulrui™ .on dttthpp, - 

SiillfADC, A'B'C) l'hélice arête de r.hruujif.riom Je lo mrliw .tonnée. D'nprà ce 
•\*'m, il .11 il" îG3, I! ii-rl Cirilf ilr w,.n ru :r.. -.i.lnul cKl-mmii ,l,< tutti- surfin* qu'un en 
lee-Jri.Suitd^ctMl.l'D'j.lt^.ETMG^ 
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DT-, E'Ù'.M.iziï eue', Jtr'«n e \ elc,.ue l> ân™H(n, w rf,y/-., 
mine par Ici jimiMoV, g, >',(..., co.™pondi, M i(D,iy), (E.E0, (G, <V),(l,l'>, 
(L,L'). ...Je* droit» nV, '/V*', .■'<■','». ■ ■ , I» fiin"'. ■ -'i\-.^,//Kfi:. . m. le 



u compriK eolre la él*mcii. (DA , D'il , (I-B, L'D'l , cl qui ot to^Mt au cjliodiï 
Srtical DEGIL, il no s'aeirr. qer ,1- prolim^r l.'s ilrnitri :!".■:', il', jntqnfaix pointa . 
: i, gi cllcl coupent II circunlerTncc M/fit, . . , tl )■ portion idfHUVta, du plan de 



<ij5 r Oit voil , par ce. qui vient d'être dit , que loraqu'au dcieloppe k surface donnée, 
1'aretcdcrïnn.uaement (ABC , A'B'C) «plie i>r le corde JfHIt. '. ., aui.aut uncin- 

iiiiLl- ^1- LÎlCUIIVïjlilii.ILt- .:■ . .: l. i.iIh: . .^U.: Ici cIlUil':;j ,1c O^i: ..j il'.M.- .Im ^■■■in- il. ili-, fn-;- 

gentea an mSine cercla-, qna le déiclspneraent demande t'appliqua tizr le plan tfti tant 

coutto ce plan nn nombre infini de foia. 

6.(6. Uue courbe quelconque (tant dnnute aur PbilifoiJc, il aéra facile île rapporter 
cette courlte but le développement ohlmn, et de mener une tangenlo a u transformée: 
noua ne noua arreterotu psa ouï conilrL.clM.iis r.iml.-jli ï.ihc pj-ji 

6 H ';. Il iuitde «qui précéda que si l'on donne S un morceau de oartnr,, IneiteuaiWe 
eteraio™incntnc.mleJ s formea'.V,V^l'A7n'a',cloyonpIier.r c =' n 'i'dcee™,ln. 
u „r,:,.„!f »t ( KHB, A'H' If] .locartuu omncidejai.ee 11 .uria™il..-l,::.|,.,l :I-.T 



tris Ociilite, deui pièces, l'une égale i l'aire .!yt,u, punlre égale > l'aire -f 
posera ces pièces comme elles îe sont loi la licore, « en lei panant aut. 
dre, de manière qu'ellcaac courbent dîna dei sensoppaics, et que l'are Jr 



CIIAr. I. DÉVELOPPEMENT DES SURFACES. ï5l 



tfum nappt àe l'tfifonJe cijmipqndantt 1 rtllc qui fanra FiMn pi*» »r faut» 
nappe Coi l'on voit que 1 ensemble do demi piira do carton dent il ■'agit donnera le 
2,w.i]:: ni.i .l'un Ijiil i çoïde F l île «t. arële de rebrouiacmenl. 

648. En géniTl!, en paisant an morceau Je carlcu «Î}<V1.J« terminé à dan. nrca 

■IHclpirfWtcraent libre, il fo™nraiu»pnrliond'htU(oiile,miiïuoiil l'arête doreuron* 

■ ■■ I -Ka.lY^.lmaLi- im c)l;iulre |r.:lt '[-■■ '■■ ' : Jlf cmployé- 

Kneiret.lc, tensions eaerc&a aux es trém liés fie l'are ijilérit: jr ait devront le fairecoin- 





ûii ne peut indiquer de mélliode générale pour résoudre ce prnljemr qu^cn emprunta I 
In jcconri de l'Analyse. D'après cola, noua nona eontcntcre.nl do faire ahlerrtr r|M dans 
liiatmc cal particulier oi l'on connail.snr nnerar/ac» donnée, une oaui^ dont Ulamu- 
formte rat connue or le développement de cette surfaoc, il eat tonjour. possible cfobtc- 
iil, ecHléveliippcncnl ^.-r .irritions gropliieuei. 

f. ri :, m rnurn j:.r-jir:- jur 3. -L-.r. r'r ;!i--ti" n il^nL !.:;,. ni; riion ~i v.iijri, 1 1 
l'on pourra déterminer leur! angles aire la courbe dont la transformée est connue. Et 
comme ces angles ne tarirait pas lorarpron dércloppc la surface, nnorragira que de rap- 
porter, sur U UansiorniiB de cetto nmrte, In point ci dut est reoeonlr*; par enaque (U- 



metblj cl "il ragfcn de l'angle de cet élément avec lu tranifcnaee,oacoiulruu-a la dcoile 
«uivint laquelle il fl'.i^pl -inr- I.. .l.'t.1-.| r.L. 1-a même opOcaliim étanl faite pimr 
un nombre auHiuiit n'iUmcna , on ou™ ce ncTcloppcmcni. 



CHAPITRE II. 

Sur les Sp/ières. 
GBo. Problème :"■ Déterminer la sphère circonscrite à un Iclivédri 

tétraèdre donné est une corde de la sphère cherchée. Or , c'est une 
propriété générale des spuerçs, que tout plan perpendiculaire sur ie 
milieu d'une de leurs cordes passe par leur centre. 11 s'ensuit doue que si 
l'un ruenc , pjr milieu dl ( t''n:q r.i ' l'^ dn lélr-icdi'C, trois plans perpen- 
diculaires chacun à une de ces arêtes , ils se couperont suivant un point qui 
sera le centre de la sphère demandée. 

6ïi. D'après cela, il sera facile d'obtenir celte sphère. Prenons pour plan 
horizontal do projection un plan parallèle à l'une des faces du tétraèdre 

donné, et cboisissans le plan vertical de manière qu'il -uil ].n ;illèN: }, !' 

Pl. -s*, des arêtes decc solide. Cela posé, soient (A, A'), (H, VT), (C, C')et(D, D'), 
'' les quatre sommets du tétraèdre , et supposons que (A, A') et (I), B') étant 
..i:u\- |.:-r pa.:-L ^AH^A'H';, par.iili-l^ .-ci ]il:,n v.:Lii.:'l. I..- 

trois derniers (B, B'), (C, C) et (D , B 1 ) , soient ceui qui son! à la même 
dis lance du plan horizontal. 

flous mènerons deui plans verticaux ab, cil, respect! veine m perpendi- 
culaires sur les milieux des deur. cTrtés horimnlaux (BU, B'C), (BD,1VD'). 
Ces deu* plans se coupciont suivant une verticale (K, EE'), qui contiendra 
le centre de la spli<ji--j ■-IjcilIi'.'c. Vu;-; nn?'ii::r.ii^ ensuite un plan /E, per- 
pendiculaire au culé (.VR, A'IÎ') parallèle au plan vertical, et ce plan con- 
tiendra le même <'<:n(n:; ilimc il .-.>u]«t:i la droite (E, EE') suivant un point 
(E, F), qui ne sers au lie ttiiisc que ce centre. 

Eu joignant le poinl (E , E') iivec un quclcmiquc dus sommets (D, W) 
du tétraèdre donné, ou oh lien tira l- r.ijon {ED, ËD)llc k sphère cher- 



Jl II, SUR LES SPnÈHGS. 

cbée, en sorte --■*' 1,011 d * cril des P°' nls E èl & con " ne K 
]n véritable ' ■" iueur dc 00 ia ï oa . les GHI, H 1 " 



o5a. PnoBLÈHZ J- L'i : lrrmiii.-r in *pl:i>v 'iiilli un tclraùiic 

Concevons par une arête de ce tétraèdre un plan qui divise en deux 
parties égales l'angle des dem farci. <)ui m- tuiqiciit suivant telle arête j te 
plan sera le lieu de tous les jmiiil-. il»- l'ep}«<^ i ; i>:ilemeiit distans de ers 
deux faces ; donc il contiendra le centre de la splii're demandée. Il suit 
de là que si nous menons , par trois arêtes du tétraèdre, trois plans qui 
divisent en deus parù-j :::;.i!li- il: ai'^k^ coiivip'-Miihi:: aLi'ili;. . i . - 

plans se couperont suivant le centre de celte sphère ; d'où l'on, voit qu'il 
sera Ikcile do la déterminer. 

653. Pour opérer avec facilite , prenons pour plan horizontal de pro- 
tection une face ABC du tétraèdre, et choisissons pour plan verlic.il un << 
plan perpendiculaire à l'arête AB. 

Ayant représenté les quatre sommets (A, A'>, {B, A'), (C, C), (D, D'), 
nous mènerons h: droite A'K, de ni.-minre que l'on ait D'ATÎ == C'A'E, et 
il est clair que lu plan A'E , perpendiculaire au plan vertical de projec- 

II s'agira d'obtenir la droite intersection des deux autres. 

Faisons passer par l'arête (Bl>, B'l>') le plan auxiliaire correspondant , 
et cherchons sa trace horizontale. Pour cela , rajiatlons lu plan UI» sur le 
plan horizontal; le point (D, D") viendra s'abattre eu un point d, et l'a- 
réte (I1D, ET)') en M. Prenons sur l'arétc rabattue JWun point e, et con- 
cevons par ce point un plan eg perpendiculaire à Bi/. Si l'on relève litl 
en (BD, B'D'), et que l'on imagine que le plan cg suive l'arête IW dans 
son mouvement, m plan viendra 11re1.il 11: 11111: nii-iliun'fni, cg), telle que 
la trace horizontale il/i soit une pcqiendiculaire à Emmenée par le poinl ~. 
Cela posé, rabattons le plan Uili , il-) su. le plan horizontal ; le point e 
viendra s'abattre en c; les points rt et II, où la droite ah perce les tacts 
(DBC, D'B'C) cl AD', ne changeront pas dans le mouvement ; ainsi , les 
riitcrset lions du plan dnnt il s'ajk c; <3l' ;à..:s se rabattront suivant les 
droites m, eb. Or , si l'on mène par le point e la droite e/, qui divise 
l'angle neb en deux parties égales, cette droite sera dans le plan auxi- 
liaire mené par l'arèle (RI), BT)') : mais cette droite, relevée dans l'espace, 
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CHAPITRE III. 



Problèmes de Trigonométrie sphériqite. 

GGo. Un triangle spliérique ABC est composé do irais cotes Afl, AC, liC , 
qui sont Irais ara de trois cercles situé? sur mie même sphère, et de trou 
angles, qui sont ceui que font entre eu. les plans des arcs Alt, AC, DC. 

AU, est celle qui reçoit le ugm do Trigommdtrie Iphérique. Kous allons 
■ .■-■jm!, 1 .: ;;.rj;'/,/yr<. <><■'»< [.ji.l.N.nn.-, j,u\qucl* elle conduit. 

GGi. Les ans AB, AC. BC, étant sur une sphère d'un rayon connu AM , 
on pourra leur substituer les angles AME, AMC, B1IC , qui leur correspon- 
dent nu centre M i etlcssii grandeurs, qui forment le triangle ABC, se- 
ront represe utiies par six angles. 

Mais il est clair que ces sij angles , qui sont les trois angles plans 
AMB, AMC, BMC, et leurrai atigli-s dièdres des plans AMB, AMC, JJMC, 
sont lesélemens constitutif: de fanglo solide trièdre MABC ; donc (oui 

change m un autre problème, où les données sont trois cïémens d'un 
angle solide triudre , et où les inconnues sont les trois autres démens du 

hlime , Tmii ifei six angles ijiii forment ibi nngle «life liièilre clnnr ,!:.«- 
ton. les problèmes de Trigonométrie spliérique. 
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CHAP. III. PHOBtBMES DF, THIGONOStÉTRIE SPIIÉIUQDE. a5-J 
1>. Étant donnés trofe angles plans , trouver les trois angles dièdres. H. 51 
a 0 . Étantdonnésdeux angles plans et l'angle dièdre compris, trouver Fi -< 

S". Étant donnés deuï2n";lt:>i.l;,M-i ! L.n^i^niir-c ailja^eiiùi'ua d'eux, 
trouver L'autre angle plan et les deuc antre? angles oiùdiL 1 '. 

4°. Élant donnes un angle plan et deuï angles dièdres, dont l'un soit 
adjacent, trouver les déni autres angles plans el l'autre angle dièdre. 

5°, Étant donnés un angle plan et les deuï angles dièdres ailjacens, trou- 
ter les daax autres angles plans et l'angle dièdre eompris. 

glcs plans. 

665. Mais nous allons montrer que par La considération de Yangle solide 

MABC étant un angle solide trièdre quelconque , élevons , par le som- 
mctM, les droites Ma, Mi, Me, respectivement perpendiculaires aux faces 
MiVB, MAC, «9C. 

font entre elles un angle iimp supplément de H MF; P ' 

Donc l'angle solide Iricdi.j JL.'/.r aura ses angles plans supplémentaires r, t . 
des angles dièdres de l'angle solide trièdre MABC. 
. Or , la droite Ma est perpendiculaire au plan AMB , et la droite Mb 
perpendiculaire au plan AMC; donc le plan aM£ est perpendiculaire à la 
droite MA, intersection de AMBctdeAMC.Et comme les plans aMe,&Mc,sont 
pareillement perpendiculaires aux arêtes respectives MB, MC, on en con- 
clura que l'angle solide MABC a ses englcs plans supplémentaires des an- 




donner à l'angle solide Haie le nom d'angfc solide supp/emealain de 
MABC : ce dernier est pareillemij: !':jr:; : /. ■ 'u^k : ni?ntaire du pre- 



Atrc jl^die qulriime focs qui pilas Hoir itlua i ta loliitj, nous sitm» préféré 11 
nom d'sgejc sjlidc i «lui de pjnmiue. 
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ment postes (66a), sont, pu; rapport aux angles plana, ce que lcs6\ 5* et 4\ 
sont par rapport au* angles dièdres. ?ious en conclurons que sï l'on sait 
résoudi-c ks truis premières, on saura résoudre les trois dernières au 
moyeu de ]"inij;U: K.iliile .-.nnjiléuicnlaire ; car ce <|ui csL angle plan dans 
l'angle suliile [fiiiNii:, *lo\ iiMulm angle dièdre dans l'angle. solide s npplc- 

II résulte de là que f khi: - recoudre les 4% 5* et 6" questions, il faudra 

prjudie ^".pli'iucn^ ■il. ■ ;u\;;'r: d.Hilles : eimsi. 1:1er Ii:s :;u].[ili:l'U:1:s 

cil:n>;»'eil::ii ^uv ri n^ïi'-i ]. Lu- .l'inné;, CIlLllllli! .il:-; angles died:i.'.ï , et ^.:>: 
correspondons uni :iis;;]i . dirilrei, comme di;. angles plans; appliqucrlcs so- 
lutions des questions 5', a'et i et construire les supplémens des angles 

trouves : Ces Sup|>le0]i:i:. -:::■()! il 11 :-. 1 1 s l es dcm atltlcs. 

Il ne s'agit donc plus que de résoudre graphiquement trois prolilèmes, 
pour savoir construire les solutions de toutes Icsqucstious do Trigonométrie 
sphériquo. ' * 

665. Pxoblèhi: i". Etant donnés les trois angles plans diat angle 
ji.Ju/e !ri>';!ir, iniw.'j »'.i lur, m diidrps (*). 

Suirut AOB , HOC, COD , les trois angles plans donnés. Imaginons que 
le premier AOB, et lo dernier COD, prennent au-dessus du plan HOC un 
mouvement do rotation, autour des droites respectives BO , CO, pour ve- 
nir former l'angle =nl:,ki en .-pieîiion. Il i".t rl.iir c Ses deu* droites mo- 
biles AO , DO, décriront il. unie mouvement deui demi-surfaces coniques 
droites qui auront nu élément commun , et que c'est quand les droites 
M, DO, fOÎncidi'ruiiteNlre cil'., suivi.nl i-.il èliimi'iil, que l'angle solide 
«raformi, Or, si l'on prend 0F = Olî,les points F et E seront tels qu'Us 
se réuniront dans la formation de l'angle solide ; mais le point F décrira un 
arc de cercle (FI, MT), dont leplan sera perpendiculaire à la charnière OB; 
lo point E décrira un autre arc de cercle (Kl , ELI"), dont le plan El. sera 
perpendiculaire ii OC': donc ces uoùils se réuniront suivant le point de l'es- 
pace projeté liorijoiiNili'iui'iii I ci iiirliialciiiiinl eu l'et 1". Donc l'angle 
solide sera formé, i°. [tir le plan HOC; a*, par le plan mené par BO et 
par le point (1, V); 3°. enfin, par le plan mené par (Met par lu point (I, Y). 

Maintenant il ne s'agira plus que de mener les droites GI', 111'; elles 



(•) Oa mit nw pour n uc l'n.iglo JeuiiûJi soit posiiMi , il fcat que lr> tnil sofln plu. 
«itnleiin'mlili. iiu,i]i,]rei que <juat le angle* «fioils , clquolt plu* Grand nljl plu* jieLil ijae 



CHAF. 111- PHOBLÈltBS DE TRTGONOsrÊrBIE SriïlïlUQL'E. aSg 

détermineront dent angles ]Gl', iiil*, qui seront lesdeui angles demandés rr. i. 
corresponrfansauï arêtes BO cl CO. En effet ,1e plan GI est perpendiculaire 
.'i l'aivlc BOj donc c'est dans ce plan que se mesure l'angle des deux faces 
qui passent par 110 : mais ce plan coupe la face HOC suivant GI', et lnfccc 
AOB relevée suivant GI'; donc cet angle égale IG1'. De même, le plan HI 
étant perpendiculaire à OC coupe les face* de l":in«li: sulîcL:: qm ont OC pour 
mlsncction suivant deut droites HI, III', qui font entre cite l'angle DII* 
de ces faces. 

666. 11 ne restera donc plus à déterminer que l'angle des deui faces 
AOB, COI). 

Pour l'obtenir, on prendra AO = OR, et l'on remarquera qu'après In l* J- 
fornution de l'angle solide , les points A et 0 sont réunis, et que les droites 
AB et DC, respectivement perpendiculaires à AO et DO , doivent mesurer 
l'angle cherché. Or, ai l'on conçoit par ces deux, droites un plan, il cou- 
pera la face BOC suivant FC, ét l'angle trièdre suivant un triangle dont 
AB , BC, CD, seront les côtés; si donc on décrit, des points 11 et C comme 
centres, les arts AK, DR, on formera ce triangle , et l'angle CKB sera le 
troisième angle demande. 

G67. FiaiaLÈsE 3. Étant donnes deux angles plans d'un angle solide 
trièdre et Fangle dièdre compris, on demande Foutre angle plan et les deujr 
autres angles dièdres. 

■ Soient A0B,BOC,lcsdeux angles plans donnes, et HE étant unedroito Pi„ J. 
perpendiculaire a OB, suit EBE' un angle égal a l'angle dièdre donne'. 

On imaginera que le plan AOB tourne autour de BO , jusqu'à ce qu'il 
fasse avec BOC l'angle donné E'BE, et il est clair qu'alors les trois arêtes 
BO, CO, AO, formeront l'angle solide. Dans le mouvement , le point A , 
où la droite BE prolongée coupe AO, décrira un arc de cercle (AE , ADE'), 
el viendra s'arrêter en (E, E 1 ). Si donc on conçoit une droite, menée par 
(E , E 1 ) et par le point 0 , l'angle de cette droite et de OC sera le troi- 
sième angleplan demandé. D'après cela, il sera aisé de le rahaltrc cl d'avoir 
sa véritable grandeur. En effet, le point (E, E 1 } décrira un arc de cercle 
dont le planEG sera perpendiculaire i la charnière OC 1 or, si l'on rabat 
ce plan autourde sa trace EG, le point (E, E') viendra en E", en sorte qu'en 
décrivant, du point C comme centre, l'arc E'TG, on aura l'arc {EG, EÏ'G) 
décrit par le point (E, F') en se rabattant : mais il est clair que le point G 
sera le rabattement de{E, E") ; donc l'angle COG sera l'angle plan demandé. 



/Connaissant les trois ongles plans AOB, BOC, COG, les deui autres id- 

G63. Execution de [épure. Four nue la !ig. 5 ne soit pas semblable à 
laBg. 3, nous avons (fies h ligne OG, qui forme l'angle demandé COG , 
au ntojen de lignes rniites. 

GSt). PROBLÈMES. Elan! ibnn-Jx :ieu.r a's^le-, plans ifim angle milite 
maire , étrangle a/ijai ml ,'t Tun il'ta.r , trouver l'autre angle plan 

et les ilim.r anlre.t angles dièdres. 

Soit AOB, BOC , la dem angles plans donnés , et la droite Ali ajant 
été menée perpendiculairement aAO, soit lt'AB l'angle dièdre donné, sup- 
posé adjacent à AOB. 

Nous concevrons un plan par les droites AO , (Ali, AB'), et ce sera évi- 

que l'angle BOC tourne autour du Visite OB ; la droite OC engendrera, dans 

général le plan mené par AO et par (AB, AIT) suivant déni droites : or, 

l'angle plan cberché ; d'où l'on voit que le problème proposé picseiitc dcu\ 
solutions. 

Pour 1k obtenir , il s'agira donc de déterminer les intersections dn plan 
mené par AO , et par {AB , AB') , avec le ciine décrit par la droite CO , et 
de construire les angles que formeront ces intersections avec la ligne AO. 
Or, si l'on coupe ces t\e.n\ surfaces par le plan CD, mené perpendicu- 
lairement à DO parle point B, où se coupent ABct BO, on obtiendra pour 
sections, premièrement, avec le cône, le cercle (CD, CFG) décrit par le 
puinl C autour du point B ; secondement, arec le plan, la droite menée 
par le point D et par le point qui se projette horizontalement en B et verti- 
calement en B' et B' , laquelle droite se rabat amour de CD en 1>B". Ces 
sections (CD, DB'j, (CD, DFG), se coupu-onten duui points F et G, et les 

AO, seront Ici angles chcrcncs. Si efoncon faitatlcntiou que les points FetG 

aïcc les rayons DF et DG , leslrcs FMI , GNK, p'ms du point 0 comme 
centre, avec le raj on OC, l'arc Cl. Kl , iv (liTim-i- [ iin|n:ra les deux premiers 
en deus points 1 et H , qui donneront les angles plans clierclics DOI , DOK. 
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CHAP. 111. PROBLÈMES DE TIIUSOKOMLTRIE Sl'BÉBIQUE. l6l 

Connaissant les trais angles plans ADB, DOC, BOI, ou AOB, HOC, 
DOK, on saura trouver les angles dièdres demandés (665). 

670. Exécution de répure. Pour que l'on ne confonde pas les données 
elles résultats, nom a von, ir.™; les données AOB, DOC, B'AB, en ligne, 
pleines, et les rôles 01, OK, des valeurs AOI, AOK, de l'angle plinde- 

G7 1 . Remarque. Kous ferons observer en passant, que les données d'un 
;nt^le solide liièdre en déterminent toujours deux , svniLi'.rLnucs l'un de 
J'iiKlri:. Uaiis Ii:î tiçnrts 5 et , le n:™ml r;i]j;l..! s'obt.ur.drait eu rétiik-jiH 
les arêtes OA, 01), au-dessous du plan BOC; dans la ligure 5, eu plaçant 
l'angle E'BE, an-dessous du plan BOC[ enfin, dans la lig. G, en plaçant 
l'angle B'AB, au-dessous du plan AOB. Mais dcin angles solides Irièdres 
svni'/IrNjurs él-nl eviii].:.^ des nii:i:> [uiti.". , li> -.nUilions précédentes 
donnent les mêmes résultai:; , sv.a .pu; - un .i.n.^ini-.c I\ini;l'j .ilii'j ni]-d.^- 
sus du plan de la ligure, sait que l'on construise celui qui est au-dessous 
de ce plan. 

On aura frBjuerjimenl occasion, dans la Coupe des pierres, d'appliquer 
les solutions précédentes. 



CHAPITRE IV. 

Construction d'un point donné de plusieurs manières dans 

O73. Problème i". Trois plans A,B,C, c'iani ifonms, et connaissant 
les dislances m, n, p, d'un poirU à ces trois plans, construire la position de 

Il est clair que si l'un mène lieux plans •] i;t f : n r.-î L t -j 1 r.i. .m plan A . et 
dïstans de ce plan de la longueur m, le point demandé sera sur l'un de ces 
plans. Si de même on mène deux plans b e[ //, parallèles au plan B, et 
distans de ce plan de la longueur /1, le même puint demandé sera aussi sur 
l'un des plans b et b 1 . Or, les plaus a et il', b et If, Se couperont suivant 
quatre droites, faciles a déterminer, qui coutiendroul évidemment le point 



aGj LlftlE V. QUESTIONS niVERSE». 

cherche i mais co point sera aussi sur itcui plans c et c', merles parallèle- 
ment au plan C, à des distances do ce plan égales à la longueur /i; dons il 
sera l'an des huit points suivrai lesquels les dent plans c cl c 1 couperont 
les quatre droites intersections des plans a et a' d'une part, fi et i'cVautro 
part. 

Ainsi, le problème propusé présente huit solutions. Comme il sera facile 
de les obtenir, nous ne nous arrêterons pas à leur construction. 

G73. PttoULÉHE n. Trois points A, B, C, étant donnés, et connaissant 
leurs distances m r 11 , p, à lui 1^.. .■'>■'<'.' r.v pn,nr , i-n Juiiande ce dernier 

pondantes :i 11: ; p u i : 1 ' -■. ; dore il f era leur intcrsecliou commune, 0r T dcun 
de ces sphères se couperont suivant un cercle, et ce cercle aura deux points 
communs avec la troisième sphère; donc le problème proposé aura en 
fiénéral deui solutions. D'après ce qu'on a vu n" G55, il sera aisé de les 
construire. 

Nous ferons observer que si la somme de deun quckn tiques des dislances 
ni, n, p, u'csL-Jdait |œ l'eloigrir-mf.ia dts centru dis suiièrcs correspon- 
dantes, ces sphères ne se couperaient pas, et b question proposée se trou- 

674, ProblÈBE 3. Étant données trois lignes droites A, B, C, et les 
distances m, n, p, d'un pointa ces lignes, on demande de construire la 
position de ce point. 

Concevons qu'on mène dans l'espam une droite parallèle à la droite A, 
et distante de celle dernière d'une longueur «1 ; puis imaginons qu'on fasse 
tourner la droite menée, autour de la droite A prise pour nie de revoln- 
tioo: il est clair que la droite mobile engendrera une surface cylindrique 
droite qui aura tousses points à la distance m do U droite A. Il y aura pa- 
reillement deus autres -u:û.i:i"- ri lii]([ri(jne.-. ilmitrî qui, jpil les droites 
B et C pour ases, contiendront tous les points de l'espace éloignés de ces 
aies des longueurs respectives n et p; donc le point demandé sera l'inter- 
section de trois surfaces cylindriques droites, 
m. Si. fyS. Soit (EF, ET) une des lignes droites données, etGII la distance 
l 'fr ' du point cherché à celle dï.-jke; il ■■'a-ira d'abord de représenter la surface 
cylindrique droite correspondante 0 (EF, ET'). Pour cela, nons remarqne- 
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est le point E, on la droite (Et', E J F') perce le plan horizontal, et que 
le polit ne de cette ellipse est une droile TK perpendiculaire à EF et double 
do Gli. Pour avoir les «ïlivmil.s du (-mini ase , nous, construire us les élé- 

Aeax droites parallèles i (EF , BP), etdnuuu de celle droite de la len- 
to (EF, ET") se rabatlra en EP, ol si l'on mène "NO 
!»QO=QN = GII, puisqu'on mène 
P, ces droites seront eVidemment |es 

^Connaissant les quatre points I, M, K, ou décrira l'ellipse IMKl : 
clic sera la trace d» cylindre droit correspondant à (EF , E'F'), et la repre- 
sentation do ro cylindre sera Sicile i eïéeuter. 

676. Lorsqu'on aura rcpiïsinté le. Imi- rjlindïes eerrespondans aui 
Iroïs droites données. On cherchera les intersections de l'un d'entre eni 

poiuls, ei cliacun de ces points sera une solution du problème proposé. 

Au lieu d'appliquer ces constructions à un etempie, nous allons géné- 
raliser la question et chercher l'intersection de trois cjlindres quelconques. 
Ce nouveau problème se résoudra comme celui qui nous occupe, el.lc choli 
des données favorables il l'épure sera ùupeu plus facile que dans eedernier. 



Jmtlejeliiueiusontiarallèlejl [Pd, P'D); uumo 



cjlin e (j ) pu 

ti;3. t>i.!imiL(, ! , ! i[a| i i[i<, u ,i S i,„n,.„,ocr« Ih ikoilcj OQ el O'Q', US eril'S' , T"W 
et T7,V', al l'an uura, pftuiibraïuîpt, que le cjlhijre A pinùlrc- IL cylindre B «tant 
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une courbe composée Je deux bronches icrinêca \ hteniioincnT., qnt ]e cylitnlrfl A coupole 
cylindre C tulïjLiit imi: i.uii.lr' <.n il'iri jcljf luruti U-aiticnieincnt colin, que Ici cv- 
liudroj Bol C H coupeut ouui'uivsnt aua branche unique S'arracbctuml [.jft}). 

Ontooilruiru ces i.t,.u!)« |.jr lui tiueiilo ijiiunuiu mas cipusé- s (4JÎ— juo] , cl 

(iYZl, l'ï'Z'r); pouriulcr.ecti[.ndcAelC,lo ligne rVI/'f/À'iViii'/) ; cl 

4.-uliri , ]..nn- iiitprsenti,.n lie R H°'. C, l.i ji^n.' {] . : -,■ [ . l'i i/u'ny rV/f ). 

tÀn[l»Luanlcc9 Ircii i,,L.:--r ct^.r.* , le* point' ;i , 1'. , { I , i J , où cilefl se coupent tottta 
Iroil, seront déterminé. 11 i.Hùilc 'uir i^c dans le cts pris pour exemple le problème 

Icslroiiélémeris (Ei, E'i),(Gi,G'0 '[SIi,M'i'),el Ion remarquer, qu'en iipposanToue 
le poinl (;,<)soililafoi> lue lu Iroil inrtactfA,B, C.lestrolspWs mmés par ces clé- 

ES1, GM, rneu eu pur lée point. E, G, H.oà eu mima elon.ru. reurootrent la bue, 
A, B, G, devront cire (.Miiun. ,11,:, I.: seul icriliiVrim'ii'. } p..i ..[lèles e da.MiArt. le 
mcrne mojendeTérincjlionélanl appliqué au point {I , l') ( on IrauTcra qne les cleincne 
(<■[, FI'), (III, n'f).(M . S'I'J, pcri-c.l t.! Iil.i.i Urlr.mlil tu troi. puis» N,H, F. 
dcullipia A,B, C,el .pic lesilroit.ï Cil, 1 IV, Mit pMallilrs i ri>,cft, ni. Sait 
eaccluron! de ii que In point! (1, O1U1O1 " 



lindredani Icsyslcme ne pcul que cacher de* parlics *u«, nais non pu rendre TisibLes 
l>l ■.■ -s 1,1c de.llitin^jcr parmi léser» tus, de rinlericdjun do deui cylindres, les parlies 



implci. Cal ce que l'tpplic 
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LIVRE V. QUESTIONS DIT HUEES. 




nm.«iui poinli. telj qui 0-, y), (y, « dMu.r. l'iilcnectioii (Gi*/, 

rvs } ;i<,. . .ojy.t.D. 

On oonitruiradamcnicVinlerioction {Ag'f,frg'a.. ,apSf ),àgi «Irui jurfseei OûTrt 
ABMAC ™»ll«ii«C«Llcioln^™™n[mtli^[Cfli/^V/yi/i....m/'jVZr) 
iniTint loi points (». O p C/i ■ (/.-O. <™>" Inqueliil nciVgirj plu qm do 

itconnnilre le point J. H itiUon ; ra qui , tomme lou riraosdcji dit, m« toujoun 

G3h> Si uutnoui étions ïenïenionl proposé Je construire ceUc sIbUoti , uonj nWion» 
delerminS qU les pirtici dci projection! verticale, dej i ntawclioiii CA/. situées 
do citfi do plan ai où. elle « trouw.el sm n'iuiom mtmo eu Le»in que Jel'nno etn 
proiccliona Terticilei /' Y L -Vif,<. . .u.iy.YJ' , figa, . .ag,"f; car ,y.nl les proiec- 

m Tonlo repriuonlor In intenocliom complilo. do li raffuts e npoodric 




tricme l.oiii atur l'iuiciwiioodB r l™aentKk. nu,j>s,c.m*»o«d è ri Humn i m 



.8» 

de Ta nappe principale décrite par AEC, avec la nappr anppknien.1al?e décrite par LVG 

cfaerdiéBj Tu allai au-dcum da pied «&, et l'autre Hiluénu-debou.: c'cal ce qui a lieu 
ppur le. pciaU J et ., auiqu.l, «répondent 1=. point, (j, j) et (a, ■') =1 

'lai. 11 pounaie faire ami que lu il™ point. Ici. que (j,/) , mén- 
ojp,st Janara a. le point j H donne» qu'un teui point de l'inter- 



it, le point £ doit flpp.i tenir ii l'i nl";-ii l ii.n nr, |||,< * .t.O. Ilni ^ l 
il ttf projeté as delwn de as nappe, i donc il ne peut corrupoudr- à aucun poinl de la 
ligne wirant Uquelle ces nappa io coupent. II eu eitde mimedu poinl/, qui m L-oure 
projeté aa del»rj du nappei BpCj , AEC11. 



ni la b™c„e [i**^*, a/e/AV a); a». ,„;„ 
te-y, o'i/p'ç'}] 5°. .□■'mit la partie imaginai 



Codeui 

693. Eiiuuo» oV départ. Lra , 
autres , il était nécessaire que Te dernier es 
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LIVRE VI. 



COMPLÉMENT 

de la théorie des Lignes courbes et des Surface; courlis . 



CHAPITRE PREMIER. 

Des Surfaces gauches. 

6g4. Noo avons examiné, chap. III, lir. 11, les deux principaux genres 
des surfaces fauches; mais comme nous n'étions pas encore familiarisés 
avec les plans tangens e[ avec li s inli'i-i-r/linn-. de surfaces, nous avons 
du nous borner ii la p;ii L tn- 1;l p. I i □ ^ -. : I'!jiti:cLTaire de la matière que nous 
iraitions ; aussi nous sommes-nous contentés d'indiquer sommairement 
(a4a) les généra lions des surfaces gauclies don [nous ne pouvions pas nous 

solution générale du problème du plan tangent. 

surfaces seront tangentes entrû elles tout le long de cet élément. 

Four démontrer cette propriété, concevons par les points de contact 
m et m' deux plans secans quelconques F et F'. Ces plans couperont la 
surface S suivant deux courbes (/ et if, et la surface S suivant deux autres 
courbes et S'. Imaginons que l'on prenne pour directrices de la première 
surfaces , les lignes if et il", et pour directrices de la seconde Z les lignes 
J et J". Les deux surfaces étant tangentes entre elles en m et m', elles 
auront deux facettes communes, que nous nommerons aussi m et m' : 
or, la facette m, soit qu'elle appartienne à la surface S , soit qu'elle ap- 
partienne à la surface X , no pourra être coupée par le plan P que sui- 
vant un élément linéaire unique A , qui appartiendra tout- à-la-fois aux 
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deux courbes;/ et J 1 ; tlVt if suit «un très courbes seront tangentes cotre 
elles eu m. On peut démontrer du même que les lignes d' et J' se lou- 
cheront suivant un dément linc'aiii; de la i'aojlle l'i'. lit si l'on se figure 
que la génératrice de la surlice S se meuve sur les courbes d et d, prises 
pour directrices , il est clair qu'auprès de l'élément E, cette génératrice 
s'appuiera sur les li^n. - iiiliiiin.i -.w |n:iites k et K : et. comme ces lignes 
appartienne ni aux courbes J 1 et S', tout aussi bien qu'aui courbes d et 
d, la Mine de la surface gauche , engendrée proche de l'élément E, sera 
commune aux surfaces S et X ; donc , etc. 

6g6. TatOBÈUEi- Quelles que soient deux surfaces gauches S et S, 
lorsqu'elles ont un •Irmmi mimaïai T., et mis plans tangens communs 
dont les points de contact m, m', sa", sont sur cet élément, elles sont 

La démonstration de ce théorème est lout-à-fait analogue à celle du 

F, P". Soient^/, d, d\les courbes suivant lesquelles ils emrpmntnTsiu^ 
fcee S, et <T, <T', i", les courbes suivant lesquelles ils couperont la sm- 
facc 3. Ces deux surfaces étant tangentes entre elles en », ni et m', il est 
facile de voir que les courbes d et S\ d et o~' f d' et à " r se toueberont 
deux a deux suivant des lignes infiniment petites k, A r et i". Cela posé , 

prises pour nouvelle iiiici;rric<'s "'' 'iaii' 'iu'.njpii- Ii. : luj:iunt ii Lutte 
Jv.iriiiT ^.'.ppui.-ra f.m li^iii:r, . /■' i t /.'' : e: rniiirrc ces lïi_'ric^ .-.p- 
partiennent tout-a-la-fois aux courbes ,/ et J, d et J", d et la IO ne 

faces S et s/donc, etc. 

697. Pxdbi^hic o&fÉiUL. Étant donné une surface gauche quel- 
conque et un point dun de sa ilémens , on demande le plan tangent à 
la surface en ce point. 

Pour résoudre ce problème , on mènera par Fâernenl K , qui contient 
le point de contact donné , trois plans quelconques P, S", P"j on con- 
struira .tes courbes d'intersection de ces plans avec la surface gauche; oa 
déterminera les points m, m', m", où l'élément K coupera ces conrbes-, 
et ces points seront ceux où les plans 1', P', P", seront langens à la iar- 
ftec donnée (3^5). 
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données, elle engendrera dans son mouvement une surface gauche; car, à 
inoins qu'il n'y ail entre le plan directeur et les surfaces directrice, des 
relations particulières , don positions œusécutrrCÉ. de la génératrice ne 
seront pis dons un même plan (ai4)- 

effet, si Von mène des phn- p n r ^ S 1 1 h.-^- ;iu [jhn directeur , et qu'on c!f-::^i'j 
Les intersections de ces plans et des deux surfaces directrices , il ne s'agira 
plus que de mener di« droites Vovr; h Xotc (i) tangentes respectivement 
à dcua intersections comprises dans le même plan, et ces droites seront' 
les élémcns de la surface. 

? 03. Chacun de ces clc'mcns toucliera chaque surface, directrice ^iiivrint 
un point , et la suit' 1 il:--. c.oir.ls de coiilact des élémens formera, snr les 
dcuisurfac.es directrices , iloi\ lignes qui seninl les courlies de contact de 
ces surfaces et de la -hiPio- i;;iur W. Qs dnn lignes, stilKliluées au* sur-- 
faces directrices , pourrai™ t servir de diivctriccs linéaires à la surface 
engendrée : mais comme on ne sait ps mener, par des méthodes sim- 
ples, des tangentes sus courbes de contact Cfe) . ces directrices li- 
néaires n'auraient aucun avantage snr les surfaces directrices , et elles 
tu: : ;c7^cii1 Ji:éine pi'ipre; ;'i i.: dc'ci:]iLrL.'.;i;irL di :'lau Linceul ; l;-.ndi- 
qu'il se construit aisément , ainsi qu'on va le voir , au moyen de ces 
surfaces. , 

705. PnOBLËaB 1". Ëtanl r.Wmv une .myjat .' gauche du genre de 
celles qui ont un plan ilireclcur et deux surfaces ditclrices , avec un clé- 
ment de celle surface et un point de 11 ( lileinrnt , euntlruav lf plan rrm- 
gent correspondant à ce fioint- 

Four cela on mènera, par les points oh cet clément touchera les énu 
surfaces directrices, des plans langens ii ces surfaces ; par les même» 
points, on mènera des droites quelconques dons ces plans, «t ces droites 
seront les directrices d'un piraboloïde hyperbolique tangent i la surface 
donnée tout le long du l'élément donné (fxfi), en sorte que la recherche 
dit plan tangent demandé sera 1; ■née :in preljèiiic du 11° Ï17. 

■ja/,. Si la suriace donnée avait pour directrices une surface et une 
courbe , au lieu de deux Hurfaces , c'est-à-dire si l'une des surfaces direc- 
trices se réduisait à une ligne , le plan langent s'obtiendrait de même , 
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an moyen d'un parai «nlnïiïc auxiiiaii-e, et lts dircclricen do ce paraba- 
hjïil': m- -Lv-Li ni pas plus difficiles à déterminer £$uc dans le cas de dcui 
surfaces dircclricc-. En cflet , l'clemcut passant par le point de contact 
toucherait la surfais directrice en un point , et la directrice linéaire en 
un autre point; et comme il suÛit que le paraboloïde auxiliaire touche 
la surface donnée en dora points, pour qu'il la touclic au point de 
eontact donné (695) , on choisirait pour ses directrices , i°. uue droits 
menée a roi Irai rem en 1 par le premier point , dan? le plan tangent corres- 
pondant de la surface directrice; a*, la langcnlc a la diivcd-icc linéaire 
menée par le second point. 



J...;'Ce ■jL:'on ■'. dï : '.L]-.'M4-.Lîj puni le lIiolx <pn coniluil 
les plus simples. 

Tout ce qui précède va être eclaïrei par la solution du problème 



dmnie.l* turfact gauche gui a pour plan dirttuur ù plais PL 
pi-Jim™., l\ taauTh. (C1H, CTBT)) !*• ta iplùrt 
«dWiu.y™«il(AB, ATT) , im ArauW., fttttnùrmaul, 
tëtlhir* U pin* langeas tsi "ni pt.ii,: iit 




par Je point D hjii uiCLior* h lunftciilc l>m, à Ta projection ont,, ,1c oc cerole, et Ja décile 
(Dm,D , HJT,linsv"l'ii la -pl'érci (m, m'!, «ta Meii.nieot l'cléineiil demandé. 

Le mémo plan l,.„i,..,.ml l'™' e ta la oirrelrler l.neaire (Cil!, Cl'H'l'] , t. un 
second point (G, G') i il"i< >"eo rei cle (■ , ">') . ■ mii:i^l Lin gecoud élliulceL 
(On, GV) lie la lueisiveam',,-. (VI , léniriil et IVli-menl ;l>m. D'nï) , étant situés dani le 
ln;u]il plan. «.lemipeiMiit eu un oertaill point n'y 

Lnpecujnt 'urla LÏii'r-lri ■■: lir .-^i r.' i i eaor puir.l ., .m - lc^uelson opérera eninrae- 

on .lent .l'opérer sur le point (11 , U'), ,.,» ol.lWr;. -Je „„mr ; ,u, élé.ncnj do la l.rdu 
eauclbc ; et si l'on l"jil uttiTilliin lo même ;il.ni li"J i.iiiiLil HV' ooiLlie.nl doua de ctt. 
elCincni.in verra rp.e v.H ; 'iji:.,lc ' -t .. "»;»■■!' c île ileui parties, qui le coupent suivant 





deui dernières nappes, 

711. ÏBisoninelnellementiliieoriiiri.f'.Mm ,lu plan ton;ei.l. Suit (ril[, K'M'J un clé- 
inenl de 11 surface, et (M, M') un point île o--t clément par lequel on demande de mener 
la plan langent. 

Le plan ligriwnlal mené ,..„■ l'eliec.it I li.M .f.ll) oeojn. la h.|,We diecclrice suivant 
le cercle (aw, a'/) .el le ,„in' ,[e coslatt (n , n'),,Lr ee rrechcl <li: l'élément (KM, K'M'), 
eiteclui où ce TliCnjo élément I ■:. ,1.: 1 1 1 ■ Il il i rectriœ ; donc ce peint (a, n) et le 

point (K.K'j.commnnlkdircctrieclinBire.l A 1. .imite (h.U , k'..[ ), sont Km par 
ItviuclH il s'agit de mener les d ireelri ces du parcltoloïde l.eperljiiliHjuu muiliAire (;o.+ lr 

Celle o„; cor respondra an point (R,K') géra la droite (KL, K'LJ , lancenlo on (K, K')À 



l.i j 1 c, Ci 
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" FI. SB- Les ares OPQRST et co'rflffl, des hélices M>OPQ..., uSAculs/..., sont sur des parties 
opposé» lin 1.1 <iLrr.<..— ^n.-':i--i -Tiil. il liut L-..jn:uri' ijui' r: .■'-/;.-'. . l.j.t jn ..riin: <lu 
plan wrlicalIKD, l'are 0PQI15T est en avant de « même pW On terra de mirue que 
la nra ir\ r \Y2W p r'a".s«nl sur des paiïii h ins.l.- l'I^lir...:,., -:t ,|u',,|, 

.juciiio ].-s li-n^s UVXCji-'ii*, sont colites. 

: Nous no nous ftrrtHeroni pas davantage sur fa distinction des lignes vas et cachées de 

Concevons dans L'espace un cylindre drci t,el imaginons qu'un triangle tsoscelu suit con- 
struit audciiori ilfn oïl ir:.:ri- , .1. in n'i l> |iln.u ni.'.l.:i ^1 .le manière qnn In bu» 

du triangle coïncideavre tin élément du cjlindrc. Cela posé, lieurnus-nou* que le plan mé- 
ridien prennent! mouvement uni forme d B rotation autnnr de l'are d u ejl indre, et qoe, pen- 




PJ. ig. Soit donc AHCDEF la projection vertical.' .1" ■ li.:ir.' i I.im' i-.i-h . rc .t..nl .-y 

F 'S- '■ Bail Taie, et soileo-et ad les .liL..jli.:,..i!i ^ li.iLi ■::-.".N'... , -..u, l!j !: I (ituo'i i.i il'u:].: 

visilesdroitcsni, nj, rencontreront, sous (loi nn:;l.-i :-J,ms, l'aie .t.- Vliilic .1 il( .Illir. 
Or h pour pouvoir représenter la snrfecc engendrée par 1rs ligne* Jiret uJ, il faillira 

d'abord savoir construire leurs positions div.T'r*. t'ii iv.vi F-uf J'in'ilErïi .1 e i.ti p,- ioi 

quelconque?, et cherclions les positions dej génératrices qui curicjpondrnt à ce point. Pour 
cela r nons remniqueronaque Je points est an-dessons du point a, dam le sons de Paie rv, 

la droite çj, et cette droite sera la position prise par la génératrice nr, lorsque le point 
a sera reçu en o; car on sait qi:e U'U: lt ■ | ",i 1 1 b .L : L : i; ! r.iv.ti i ce Relèvent, d'une 

jnciue liauteur, d'une de ses positions à une autre. 
Quant à la position on, correspondante nu point o,que prendra 1e génératrice <i<i, on 

fHjurra la déterminer par la condition que l'angle de qp tyeciy, rgale celui de la même 

737. En construisant de mémo plusieurs élémena or, t't, mo , qi , lu , Je la surface de 
la vis, on en déduira le cantoureco, correspondant a la portion de surface à laquelle appar- 
tiendront ces olômens. On contour sera tangent 1 l'are Bit; de l'Iiélice donnée, cl à Fin ly 
de cette Ici ice. 

,38. lorsque le pwnla aur. parcouru nue rércOstlion ontiarede l'helioe donnée, II sera 
en '/dans le plan méridien ary ; les droites génératrices ab, ms", seront en n't/ct nWi 
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CHAPITRE II. 

Dej enveloppes et de leurs arêtes île rebmiissement. 

746. Nom avons tu , lit. 11, chap. rj , que lorsqu'une surfais, con- 
stante on variable de forme , s-! jnrnl 1 1 rc'l.i ri t ■ ï t â ■.- à mu- loi i! ], : ,;. 

deux positions consécutives de celle surface se coupent suivant Duo courbe 

surface particuliers '["' 1 1 1 1 l i - 1 l i r l.s liiN^ f!r la -nr ï: mobile , chacune , 

suivant une caractéristique , et qu'on d'il un: le nom dV:,i e/.,^jrc.' ans posi- 
tions de la surface: génératrice . ni celui d'.ve a la - u rf.i e e engendrée. 

Nous avons vu :iiis:i qui: ileix cae.icli ij-:n:ues luil; cmU\ 'ï: lou- 
chent ou se coupent tu un gwiul . cl i|uc In suilc des points de contact ou 
d'intersection , rie; positions successive; rie b caractéristique, forme sur 
l'enveloppe nnc courhe remarquable, appelée rm-Vr ih rebrtntsscment , 
oui touche ces positions , el qui se Irouvt; funiiée par leurs contacts suc- 
cessifs, comme l'enveloppe iv.ulle des cunticl-. successifs des positions Je 
l'enveloppée. Eulin , nous avons vu que celle arèlc divise la surface enve- 
loppe en deux, mippi s , et nues avons reconnu que ces deur. nappes pre- 
seiililicnt nxllcraeiit , sur les heiliçoides dcvcloppables (a6^) , un véritable 
rc>iJOU:s-.mcul . -mviiut ] J:v:c p: : r l.V; r ne 11.' el-i" joitun ut. 

747. Il s'agit acliiellemeitl tfc prouver que la dcnoiiliajliorj d'iin'ir <{t 
rebfoiimenieut est juste, c'esl-à-dire qu'uni' telle arête réunit toujours deus 
nappes par un vrai re]> ravissement. 

Concevons d'abord qu'il su^Ism- d'une su rlae,: de vélo pliable, el consiiié- 
rOUS Un iirC A de l'arùle i|iii leutul les deux nappes de Celle surface. 
Certaines positions l'i, C, l-'' T K ;,J le la earaclérisliqno se rencon- 
treront deux à deuy suivant les points de l'aie A : nommons ces points 
k , A', A", A"', . . et supputons qui- h: premier soil l'intersection de E 
avec E', le second celle de E' cl E", et ainsi de suilc. Cela pose r imagi- 
nons par le point*, une droite perpendiculaire au plan des élemqns 
E et E', par le point A' une droite p', perpendiculaire au plan des elémens 
E et E", el ainsi de suite. Touleslca droites p, j/, p', etc. , formeront nue 
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*B de In caricterutiqne décrit éri 
laquelle déreloppintc préicntc déni point, m et» de rolirouniiineoti or, lu l.rand™ /n. 
m, ..ppirUcnner.t HBgiMdeiuppedol'enTelopp^otlatirincliB ™« Ispetllo :doùl'on 
™il quecej deui mpp» «nt normale! sni.antl'nrttc do inuronatciooiiti l* •urî>cec)'liof 
driqucQTOH. 

;W. Nous faona uliKnc.cn pniiantqucrcnialoppcdoni «nui leMM donna occuper 
prttcntc une li^nc einçuliere, projetée eu Gémirent laquelle h couponloom partial de 
>a nappe principale. , • „ 

,53- Eumi™ionuilr<i™™p1c,prii™mrednMl«e(!iiMdttucfjctj qu'onappelle 
lis. i mrfaat da cnnnnj. Soit iBC 1» ipiralc diieloppinto d'un «relu QBli, •! njflçoyonj 
uynnopuere, dont le njou mil FG ,se meuTede njaoitrenw un centre auiw; lou)our>lj> 

™ut un cercle OH, dont le centre Fiera sur AllC,el dont le plu, normal a ctttcdwitrice, 
itilierticjl,olli.ii6cnl.u cylindre qui aurait pour lue DBE et pour elémcM ieiTsrlùaJii. 

•j6e. 11 luit de li que hi Vonf.it mouvoir le cercle Cil , de minière qu'a «itiliwmi- 
itamanmt tU condition d'awiraon centre lurAK.etKnplnn aormalà celle courlie.ileu- 
gendrera 1 Wloppe dnntuouinoMnœupunjior.dcuirwiitinnJcouiccuti.c.dupknGll 
Ae la carneteriatique se couperont mirant un élément P duijlindreDBE; d'où l'on voit 
qucl'arele da rritrouurracnt de Temeloppe KM ■éeesiaircment iur cecjlindrc.EIii l'on 
conçoit qnc Ici Tcrlicalei qui composa'. pl.™ I.K.. ,u!i''.t iu'.Mit lie cliaruièrea, et qu'on 
..„:,:, lY t - [ 1:,,, ,L„ :. Ui.:l;:-TJTin , il, si ri Idenl que dur,! lo mou.cmcr.t qn'cprou'or» 
la caractÉriitinocGH, elle ne quittera pailauirfeçc de IWÙoppe, et qu'elle -iendra 



ni i. ; L lii-izl ni 

manche. GQL, Il 



^lùuïeI»U< Juirantlei pointar 
ni précédons, o'c.l celui 



il. Miiaqwique le jommet dlun oine pr&enlo -i"'^ "U"loB« 1" * ,iu * ^ 
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datte lera l'haipjîdeBiuclKei 

•urlaeadcrcioppalilB; l'aualodo l'cnrrloppùo cl de fixa !S aer.con.uuil i to 
la même ouTiiere par rapport à cal 

•r 1 i,i, ! r)..-]:.T-dnni.;in e pa que HT 



nappei diiInKtH, qui « réuniront pat on itritahla nbgniwl (164). 

Or, il l'an iiuie ino que L'aile 1LM, de la B (oir«lrin de IbéHetài: gauche arec l'aie 
1K , relie con.lnnt, et que le I». d. l'hélice JINOPQ. . . Mm» nJ, «ttl délice .c 
changer* CQ un cercle, dont 3e rajon sera fa perpendiculaire ubaiaice du point M aur 



îW qu'un cine ayant ce point pour Mramel et pDor base le cercle piisanl parlepoirt 
W.'DVrb. ooui rmduronïquelerainmrtd'uncoMfflllHcvi iir.e irtlodc rebrouiinnCTit; 
«hwroleiU DMaoKala lingulirilé d'etra co.lracIMen ou teulpo 



CHAPITRE II!. 



764. En traitant des lignes courbes dans le livra 1", nous avons du laisser 
eiposer. Nous allons revenir ici sur ces lignes , cl après avoir résolu les 

[iHilili-mu.sqi.12 p[\scr)tL'l:irTu;-slinriilf5 IrinniT.K-s , :is lici:-, IHTU|iiTHn! il.' 

rayons de courbure et des devcloppccs des lignes courbes. 



agi 1JVJ1E VI. COMPLÉMENT. 

connue, par un point danoé sut celte courbe (g4) , l'autre de trouver le 
point de contact d'une tangente et de U courbe qu'elle touche , en suppo- 
sant celte tangente menée par des considérations quelconques (108). La 
théorie des plans taugens aus surfaces gauches va nous donner le moyen 
de les résoudre toutes les deu*. 

fCG. Problème t - '. Une Ogntoaurbe quelconque, soumise ou non à 
la loiile continuité, étant demie avec on de ses points , mener par ce point 
une tangente à cette courbe. 

Imaginons que l'on mène deux droites quelconques dans l'espace , et que 
i'c.:i ]\ccin:c ces dcin '^ioi::;, c; i.i courbe doiinLi: , pom d:tT/Aur.\:. r!'i]n<j 
surface gauche : ou saura mener par le point donne un plan tangent à cette 
surface (697). Mais ce plan contiendra la tangente cherchée! si donc cette 

triecs d'une nouvelle surface gauche? on mènera par le point donné un 
plan tangent à cette surface, ce plan contiendra aussi ta tangente demandée ■ 
l'ouc roltir t.'.nç^ir.* '■-r. l'itltcr^L-'ioi] [k'ux ]>L jcil. tau^ens HGTi^ruil^ 
Cette belle solution est de M, Hachette. 

scronl beaucoup pluj aimplei. Cal ce qu'un eicmplc 11 développer. 

■j6S. Soi! (ARC, A'B'C'l una courlaqncleonepie à laquelle on tant mener una tangente 
parle point (B,B'). 

Soua allom faire paster par celle courhe deuicauoidei auxiliaire!, nom leur mancron* 
du ptanj langent, par la rnétbodc exposée n' 33a. et l'interjection île cei plan* ans 
In tangente demandée- 
Prénom la droite DE, situes dam le planYcrlical, pour directrice du premier «moide, 
et lupposoni que u (nSninlriee le même parallèlement ou plan horisontnl, L'élémenl du 
concïde.eorreapnndlMau point (B, B}, Kra celui dnnt la projection bmiionlale citDB, 
et dont la projection rerliadc eit la droite rj'B', pirallHei laliane de terre. Par cet élé- 
ment, menom un plan quelconque (GF, FD); II coupera le conuldc i oi vint une courbe, 
et l'en ail qu'il le louchera au point où celle courbe et l'éliment(DB, iTB') k rencontre - 
roui {a45). On Ta voir que pour résoudre le problème proposé , il ne aéra pal necenaire 
d'avoir les deux projectioot de celle courhe. 



tit gtM iU ttivioe , afin nue l'on c 



iraticicni liaMH, . 



petits artliKf, (i/, sur If [unis s I.. fiints K.et i. 

77n.Upmcj,l t que l'on ricntil'gipgier. «1 d'nilefhploi pinlMs, 1 Clntc in 
mi. M L-i'Li'i l.'.l^lr^ if ■,..,[ :i L [ 11 i ^jcL, eûtie la rafliùi JeJ prai 
qUé loi autre! niftW.-s ? n;i:ii.j-j!-= i[ii'ilinm:il. 'ifnt. ('"■;•■■■; NMt 8 . =* 9 lB > 

. ™Jn no gLnd tOrrlcc 1 k icienec, parce que h proposition qu'il i trontre remplit un 
lacune oi k GAubiVie empruntait nfcei» Terne nt le ncotirj de l'inalj», tint pomr 

ruyoul Je courbure c ici J jn 11 . u L limite Je ce chapitre) 

771. Piauàws i. Vu coortx ayant ili bacti fui* jrcona™ sur^nj.ia, « la rfirac- 



77 a. DES RAYO.VS DE COURBURE (fef îfjnei Jusqu'ici nous 

n'avoua (ruère parie que des rayons de courbure des lignes planes (97-106); 
IIOUS allons a prêtent considérer ces rayons plus spécialement par rapport 
aux courbes à double courbure. 

Pour une courbe plana , chaque rayon de cburbore «ri coupé psi celui 
qui le précède, el par celui qui le suit, suivant iléus centres de courbure, 
et la suilc de ces cenires est la développée do cette courbe. Il n'en est pas 
ainsi pour une courbe 9 double courbure; car deu* centres de courbure 
consécutifs meln sont dans deux plans oscillateurs consécutif mAB, hBC, 
qui correspondent à trois démons A , B , C , de la courbe , et qui sont 
tels que si la droits que déterminent ces deui Centres , était normale » 

normale détermineraient lepla.11 osculateur qui passe par A et B; le même 
élément il cl.Ia miiue iMnit.li: iléltimiNeriient le plan oscillateur qui passe 
par B et C ; dohe ces don* plans osculateurs 9e confondraient , 0= qui ne 
peut armer eu général que dnns k cas d'une courbe plane. 

Il suit de là que le* normales mm', nn\ 00% pp', etc. , d'une courbe à 
double conriiurt ABCDE menées parles centres m, n, o,p, etc., 
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das «ewl*f asadalsuis de çe% courbe, ne sont pa» d«p à deu. dansie 
mimt plan; donc la surface qu'elles forment est une surlace gauche (ai^). 
7j3. Ainsi, toutes ics courbes possibles n'ont ventaMenient qu'uac seule 

ne dînèrent des courbes à double courbure qu'en ce. que [es premiers, uni 
toutes Jeurs eourhures dans le même plan , et que le plan (les courbures 
des dernières varie cotrtinuellaruefll- . 

P'tprès cela , deui conrbores consetutives des tourbes a double cour- 
bure n'étant pas dans un même plan, on pourrait donner à ces courbes le 
nom de courbes gauchi (') , comme on nomme mrfaçcs gauches Ict 
surfaces produites par une droite mobile dont dcyx positions consécutive? 
ne sont pas dans le même plan. 

3j1. Slainlenanl , quille qnt mil une ligne tuur 1k, on itnjaiquna, 1\ que le ra.voh 
de couryore qui corxeaponil 1 diaenti -'c .i: ]ioinl. n (nnin (oujouri déterminé par 

l'ùliek iulilLiHirbli pttil .li'E .iLJl JigLJIi.,1.* ':i:r:.; L-.Llir, ■ [ i. ■ i . LM"IÙ |l&Ullcnt a <V fûfllt '- 

août donnons à Kl anale le nom ("«(fr * f°"nW (gBJ; a", que ce qui f.it qu'une 
eeiirle ■«•'• nlont, ou comme on dit à dou!,].- c . Je ptaii i cliaque Sè- 

ment, Ht,coinmeondoit le «olir tt tvmmcon le Trrra ilsirenienltoul s l'Iicurc, une 
Bile île toitien de m plemcw la uns aulour dejaulrej, lorjiou qui Hlditcniiinie par 
l'an 6 le infiniment petit du dcoi pb» OKuliteuii ccrsicwjfi - mus nomineroni Kl an- 
file,^ A f«.wO- 

375. Cela pose, »ilV une mortel douLle«il"npr(i ipppoKui* la dirige en elnnem 
i E >m el ùiknùncct petits 0, 6, e, J, etc. ; wicnl A, D, C, ele-, letesnlrodeeouiW, 
le premier A coneapondanl ans elêmens a el i , le tecaod B çorrejpoiidtnt iui/l<maoi 
iete, etc.. el BVmndonj-jioa. nwnw il faudrait plier vue 1*00 dloitel., dmaée 
sa eitmem ïn£nùnenl pflliu ^,4',e', 0 ',elo., égMH > l'élemtnl a, po,r floe telle ligne 
eut coïncider nec lo courba V. 

D'abord noua puerons les éJemeoio', t', c', 0", elc. , de la droile lleiibleL, autcijrde* 
•Itréiniult 1» uni d» iutrej, Je manière ouc cette droile ac ciiengc en une courbe "V, 
dont kl ccnlrea de coorbuto A', », C, elc. , loieul places par rapport aui ejfnienf a, 
V,t',tt, elc. ,a>iomtl«ointrBA, D, C, elc.,eoulp]aoéi par rapport a» ^lénieni rei- 
pectiua.i, c, d.elo.: ^Mt^a-dire nue lea deuicourbei V el V'elu-çni iespqoliu nient 
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1; donc, clt(^ï«, o°. ^Bû , un second moicn de Bo- 
ire le jdjiD oscillateur cor- 



cercle avec la même eiactitude que si l'on cul fait tourner le rayon autour 
du centre. La description du cercle au moyen du rayon, et qui n'est qu'un 
ras particulier do la première, par sa simplicité est plus propre a donntç, 
l'idée de l'étendue du cercle ! mais, s'il ne s'agit que de description , la pre- 
mière peut dans certains cas avoir de l'avantage, parce cra'en prenant sur 
rua deux pôles placés de part et d'autre du plan du cercle, puis menant 
par ces deux points deuï droites mu se couperaient en un point de la cir- 
conférence, et. fai-mt en-uili: m.mviiïi lr -.j -Ii-jui- il<: i:es deux (Iroiles au- 
tour de Taxe de manière que leur point dïntemclion fût lise sur Tune 
et sur l'autre, cepoiot décrirait la circonférence du cercle, sans qur'il eût 

jRo. a Soil KAdD une ccmrbe à dduMc courbure quelconque tracée 
dans l'espace, Par un point A de cette courbe soit conçu nu plan MKOF 

pareillement imaginé un plan mnOP perpendiculaire à la tangente en û; 
ces deux plans se couperont en une droite OP qui sera l'aie du cercle, dont 
le petit ai'c \il H.lt- la l'iurlu; pcul rii r i:i;:is<; fiiij-j: jiirlic : de manière que 
si, des points A, a, l'on abaisse deuï perpendiculaires sur cette droite, ces 
perpendiculaires, égales entre elles , la rencorrtrero;> : en un même jifiLiit G, 

droite seront chacun à égales distances de to 
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cuir. m. ...dus développées... sgo, 
petit Pia, et pourront par coiisiimcnr ru l'.riu iT^n-dvi itiiinn: les [h'iV-s. 
Ainsi, si d'un, point quelconque g de cet asc, on ment deus drullcs aliï ' 
points A, a, ces droites gA, ga, seront égales entre elles, el formeront 
avec l'aie des angles AgO, agi}, égaux entre eu* : en sorte nue si l'on 
voulait définir la [ourbuii? de la roui !..: au jininl A . il faudrait donner la 
longueur du rayon de courbure AG, et nue s'il s'agissait dV.iifrii'.T le ■ i-nr. 
de la eourbore, il faudrait donner la position du centre G dans l'espace. 
Mais s'il est simplement Question de décrire le petit arc, il suffira égale- 
ment ou de faire tourner la droite A; autour de l'aie, sans altérer l'angle 
AgO qu'elle fait avec lui, ou de faire tourner le rayon de conrbnre AG 
perpendiculairement à cet axe. 

« Ainsi, la droite OP peut-être regardée comme la ligne des pôles de 
l'élément An; le centre de courbure de cet élément est celui de ses pôles 
dont la distance à l'élément est un minimum; enfin, son rayon de cour- 
bure, est la perpendiculaire AG, abaissée de l'élément sur In ligne dci 

781 . .1 Que l'on fuse actuellement sur tous les points de la courbe à Pis. I 
-double courbure, la même opération que Ton vient de faire sur un 
de ses élcmens, c'est-à-dire ose pur tous les points consécutifs A, A', 
A", A", etc., l'on fasse passer dis plans MîiOP, perpendiculaires chacun 
h la tangente de la courbe ou point où il la coupe; ld premier de ces plans 
rencontrera le second dans une droite OP qui sera le lieu géométrique di« 
pôles de l'arc AA'; le second rencontrera le troisième dans une droite O'P', 
lien des pôles de l'arc A'A', et ainsi de suite. Il est évident que le système 
de toutes les droites d'intersection, ou la surface courbe qu'elles foimcul 
parleur assemblage, scia le lieu géométrique des pôles de la courbe KAJ>; 
car cette courbe n'aura point de pôle qui ne soit sur la surface , et cette 
sur&cu n'aura pas de point qui ne soit le pôle de quelqu'un des élément 
de la courbe. * 

78a. 11 Du point A de la courbe, par lequel passe le premier plan 
normal HHOP, soit menée dans ce plan, et suivant une direct Ion ■'■.■Im- 
part en un point g ; |>ar les points A' , g , «lit menée dîns le second plan 
normal, la droite A'g prolongée jusqu'à ce qu'elle rencontre In section OT" 
en un point g'; soit pareillement menée \"gg", et ainsi de suite. La courbe 
qui passe par tous les points g, g', g", etc., est une di-vdi>r>jiiT <!■■ la mi:;l 1- 
KAD : car toutes les droites Ag, k'g", A"g*, sont les tangentes de la courbe 
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gg'g', puisqu'elles sont les pro]oTi!T.'im.i!= tLï lIlnmiis Je celle courbe. De 
plus, si l'on conçoit que la première Ag tourne autour do OP, comme aie, 
pour "venir s'appliquer sur la suivante A'g, elle n'aura pas cessé d'être 
tangente à la courbe gg'g"; et son extrémité A, après avoir parcouru l'arc 
AA', se confondra avec Vextremilé A' de la seconde. Que l'on fasse de 

et ainsi de suite. Donc' la courbe est telle, que si l'on conçoit qu'une 
de ces tangentes tourne autour de cette courbe sans cesser de lui être On- 
de cette tangente décrira la courbe RAI); donc clle'est uué de ses déve- 
loppées. Mais la direction de la première droite Ag était arbitrairi:; et sui- 
vant quelque autre J i [[■(: li m i qu'on l'enl menée [i.ns le plan normal, Ou 

aurait trouvé une autre courbe gg'g" qui aurait été pareillement une déic- 

développées qui sont toutes comprises sur une même surface courbe. 

7 83. « Les ciroites A'g 1 et AV forment des angles égaux avec la droite . 
0¥; cl l'élément f/g étant le prolongement de la droite h?g, il s'ensuit 
que les deux élément i-.mserutir. [le la développée gg'g", forment 
des angles égaux avec la droite O'P' qui passe par leur point de rencontre. 
Or, lorsqu'on développe la surface pour l'appliquer sur un plan , les élé- 
meus de la développée ne cessent pas de faire les mêmes angles avec la 
droite O'P'; donc deux démens consécutifs de la courbe gg'g', considérés 
dans la surface étendue sur un plan, forment des angles égaux avec une 
même ligne droite, donc ils sont dans le prolongement l'uu de l'autre. Il 
suit de_là, que chacune des développées d'une courbe à double courbure 
devient une ligne droite, lorsque la surface qui les contient tontes est 
étendue sur un plan; donc elle et -.m iliv -hiT:hl 1;i fil us courte que l'an 
puisse meuer entre ses extrémités. 

764- 1 On déduit de là un mojcn facile d'obtenir une quelconque des 
développées d'une courbe à double courbure, lorsqu'on a un pjpdèlc de 
la surface développablc qui les contient toutes. Pour cela, ilsuûit de mener 
par un point (le la courbe un fil tangent" à la surface, et de plier ensuite 
ce fil sur la surface en le tendant : car, en vertu de la tension, il prendra 
la direction de la courbe la plus courte entre ses extrémités ; il se pliera 
par conséquent sur une des développées. 



riJAP. III. ...DES DÉVELOPPÉES... 3t>I 

785. '1 On coocoit d'après cela, comment il est possible d'engendrer, rl 
par un mouvement continu , une courbe quelconque à double courbure? 4 
car, après avoir ex t^uk 1 h -tir l'ace développai; le, tin;i liée par lui: : k.< '.lans 
normaux de la courbe; li, du point donné dans l'espace, et par a '['J'I la 
.-rincln: tlnit î>.iA-.t:!-, (judirijji; d«iï iil-; Irni'ji'iis .1 celte surface; etsi, après ies 
avoir plies ensuite sur la surface en !.. tendant, on les (lie par leurs autres 
e*treroilés| le point de réunion des deu* fils, qui aura la faculté de se 
mouvoir avec le plan tangent à la surface , sans glisser ni sur l'un des fils, 

ni sur l'autre, engendrera , dans son mouvement, la courbe p:opo:LC\ 

786. " Tout ce que nous venons de dire par rapport aui courbes à 
double courbure, convient également /un r.iur!t;i plane.;. ,['.■■(: a:IW dif- 
férence seulement, que tous les plans normaus étant pcrpcndieulajic - ..:r 
plan de la courbe, toutes les droites de leurs intei-scctions coince ci lives 
sont aussi perpendiculaires an même plan, et par conséquent parallèles 
entre elles. La surface développable, touchée parlons ces plans normaux , 
est donc alors une surface cylindrique, dont la seclion perpendiculaire est 

tient de mime tontes les développées à doulde courbure de la même courbe; 
et chacune de ces développées fait, avec toute* i<:- dmiles )>énéra triée, de 
la sui r:iL-eeïliiiil[ir|ue, îles angles conslans. Le lilet d'une vis ordinaire est 
une des développées de la développante du cercle qui sert de base à la 
surface cylindrique sur laquelle il se trouve; et quelle que soit la banteur 
dupas delà via, si le diamètre du cylindricme ne change pas, le filet sera 
toujours une des développées de la même courbe. » 

ITsprèltont ce qui vieal é'c'.re Jil, il si. pussilile il.' léiojjlr.-^rjphiuucue.it le prt» 

comtmirc KfM ou plutieun de uo dh'tlapptts. 

Pour réaoud ne celte i[ue,li..ii . lama.: i ] y: aLle. niin.n- In <u n'ai ■• le :j'..i 

esl le lien rie* éâvtlopntes île la courbe ilojinec- fin mènera emu il e un namhrp suffisant de 
plans normaux à «Ile eeuiV, ['■.: !■ . ■ ' ' .liait le„., I mi.- i ,.jji roubles el ' e r t i.a [..■■•; 

LniHjn'clU' 10 i-snl f ,iin : I e: ,.■]] ] a n.ra Ici ni. [le eun'aU ,i.iva]it lequel, cll.s 

laucWtrntleifleui iracei.lecl.a, [ J,iL,.,.r:.::,l{;;i ) ; par cesdeuintM""™ mènera uni 

droite, et celle faitl sera l'un du clémenidai lieu Jesdavclnppcei. On construira ™lajil 
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En effet, ailuMhom M 1'hdlirr.ïJo une HiToloppM .pelcunqiiB, par eieraplc, ojls 
qui correspond an point [>, r) de Partie de rrbroussan.enl ! «Ht enrcloppêe sera la 
surface plans menie, normalement in cylindre vertical ABCD. .. , pu la tanputc 
(™,cV) en (c,c% à l'hélice (a icd ...,AW. ..). ou, ce qui revient au mîme, pu «lie 
tangente (rr.cV). et P" la tangonlc ™ 0. <'! ii d- 1 -. .. lc;.p- h ;..-: ; h, AL; U.-. «;:ir 

tnrelappccBléiijcmli.-.:t „nr I,; ;. 11 ( Allill) V ' h' f\ )'...), en un point (C,C), 

jilui vli-a-iL>(c, t') : noue le plan mobile qui prenait l'hélicoïdc eu question est us. 
coiveoie.it n,irm;,l i i'Iii'lif- .l.mi:iV Miivjnl lui,. » i point. ■ doue, etc. 

flo3. Noua pouvons déjà trouver le rayon de courbure de cette hélice ; car data plans 

ptTÔ" P^BT mtersecho» lataugentneK»,..-) a l'bélico(oW. . ., A'IW . .''l ; 

or, la pWnenJiculiire îbai»*e du point (A, A') ,ur cette inlenectvon , ceït-i-dlre le 
ï.ïvjn <U' f-.'iuirn demandé (jBù) , est la droite Inriaou laie fAo, A')i donc M rayon est 
Au, Ce qui raonlic qu'une hélice , inclinée n 45'deçrés, B son rayon de courbure égal au 
double du rayon dn cercle auquel elle corresponde). * 
8n.\. Cheréhoni ~""'~"* ^ développée de l'hélice donnée. Four cela, nous nom 



8o5 Cela posé , ramons pan le point C 



in nombre inrioi de couples do branches pr 
l'anima couples de branchai projetées en iK 
■ ou de r. 
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tenir I» tangentes de U dcTernppcr demandée ; tar il -al évident qurlanl donné le point 
decontnet [.,■■),!! ne S 'n=-.t T .n .V mener frlùment eorre.pond.nt (se, .V)dc IMi- 

ODldc.ellc poinl(C,l-}. s ;i.i,-,.,rl , l„ , i:,.-,; é,:.i :„ ;,.,„„: lir.ul.iuequeîc.c'), El celui 

par lequel passe I.. trente «/, , <:Y) , :,„ ,,.,!„( ( s , ,1,. 1., uPTcIoppée. 

Bo8.Siipp™iMi[iJi!l.;|ic.S[.lilîm«.ii.l((;,r'),-l„ l.l.^! arri.irnu point [<J,QV»né 
a In mémo hauteur <]uc fn, n'); il résulte do co qu'on virnt do soir que Je point de con- 
tact (s , O î«< I« rencenlre de la eourbo(n^ AV/) eldr la tio 6 tiilc(^,"V]- 
or, on lait que celle rencimlre ,: lii>. ,'i l'inliiii; .W la direction dn SI génér.lcur ncrs la 
lijue (Qll. Q"fi), parallèle:, ■:■.>. cl col f.- li-nc deuil toaclcr ]• Lraucbe (mf, 
1 à [inlmi. .11.: i.ra lasTinplnlr Je mile branche. 

Mail le point (1^, Q ) «I plarf .le la ml™ minière par rapport ara deui traneliei 

(n>i, AV<0, {••■:"'') ■ (-■■» ûlné.,. sur la >,«!.,.,■ v..»,!™-,,™ de Ib-éln-nido, M b 

seconde nia ni ppe inférieure; dono la droite (QB.Q'll') Hi toul-l-la-ieis raayinploir 




la partie (ÀUCDQ, A'Il'C'D'Q') de L'hélice donnes. Lorsqu'il coi 1 

irCotïiil'ue alir.cn (Q,Q'), pourra être cZuléré eou,n,t r«lrcn,Itéd a ll] fBQ,n'tr), 

>ra« marche <am aucune aoluliondî continuité, .1 ce dernier fil Annule »ur la branche 

D'après cela,, pour décrire IMicc (AI1CD. . -, AlfC'D'. . .) au mnjen do sa osrelnp- 

lir|Li, ll,.pllo,.|.p, l rli.uoent,wieulpriut!d'unMÏlojÊiurel|»>ct prolongé jusqu'inic- 
lice donnée; c'est-à-dire jusqu'en (1, A'), pour la lunnrhe (mt, Â'a'i'Ji a".quele. por- 
|les d'aijtnplolci (QS,Q'5), qui mtrejpondent lui autres lirucbel, allcrnaliicmcnl 




CHAPITRE IV. 

Des rayons de courbure et lies lignes de courbure des surfaces 

8ia, CoycRvoas dans l'espace, une surface convexe quelconque; eonsi- piGi. 
dérons sur celle surface; un point A ; imaginons par ce point une droite 5 - 
AR normale à la surface, Pi pour lisi-r Ir< idées, supposons que cette 
surface soil plâtré dam l'espace ilt manière que la normale AR soit 
lerticalc. 

Si Ton prend sur celte normale un point C, la sphère qui Aura ce point 
pour centre, et qui passera parle point A, sera tangente à la surface donnée; 
c'est-à-dire (pie ces deux surfaces auront une facette commune cnlit 
elles (i45>. Or, il ponrra f avoir des valeurs dn rayon de cette sphère, 
pour lesquelles la facette commune soit pins ou moins ctendoe. Si la sur- 
face donnée était spliérique , par exemple, il est clair que la sphère variahle. 
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8i3. Pour puair a uoriTiiiiti.; l'ji muTjill-. srili criques qui ont en A; 
avec la surface donnée, la conformité de courbure la plus grande, ni! nous 
occupons que de la calotte infiniment petite Undtn qui environne le point 
A, ci imaginons par la normale AR nne infinité de plans. Ces plans coa- 
rwront la calotte MmN'i suivant des arcs infiniment petit?, tels qneMAN; 
Ions ces arcs auront leurs rayons de courbure sur la normale AR, et ces 
rayons, en général de grandeurs différentes, seront compris entre deui 
d'entre bus, l'un Ait plus grand que tous les autres, et correspondant à 
un petit arcMAN; l'autre A;- plus petit que tous les antres, et correspon- 
dant à un petit arc niAn. 
- Concevons que le rayim il ■ la J-plicn.' variable prenne tontes les valeurs 
possibles , depuis ji'.-o jusqu'à l'infini , ou , iv qui iv^iriil .111 même, conce- 
vons que le centre C, de ,:<-lu: sphère, se meuve sur la droite indéfinie AR, 
à partir du point A. Ou voit que jusqu'à ce que le point C soit parvenu 



AR.de l'are MAN de moindre courbure, le contact sera de moins en moins 

Quant aux sphères dont les rayons seront compris entre Ar et AR, il est 
facile de prouver qu'elles uurorll, avec h surface donnée, un attouchement 
moins considérable que celui des splières Ar et AR. Soit uA( un petit arc 
d'une des ■sections faites parles plans menés par AR cet are ctson cercle 
oscillateur te confondront de r en ï, et le rayon de ee cercle sera une 
droite AC, moindre que AR et plus grande que Ar. Ccisposé, imaginons 
que ce cercletourne autour de AR; il va engendrer une 6phère dont le cen- 
tre sera en C,et le rayon AC étant compris entre AR et Ar, l'are générateur 
is de AM et 

^ïlthÏ :'i !.i -■u i.'i:.? <limnée.,ca 

V,n H:'l:I, piiitlous sur , rrl. r.i.: un |X?iuJ i[; 

is s'éloigner ui se 



raouTcmcnt, il va ù^icrire un cercle horizontal BxD, qui se 



cylindre vertical GtlIK, contenant la i 
mouvement , et «Ile courbe aura sa j 
partie j:E au-dessus. Or, si lare raA 
lignes IkrD, Ea-F, seraient tangentes entre elles, ainsi, celte dernière aurait 
en X un point d'inflexion uù la tangente serait l'IlORIonlale Tx, laogeole 
au ceitle l!xD ; et le plan tangent à la calotte donnée passerait par l'ho- 
rizontale Tx et par la. ligne mx, tangente en x à fxA, laquelle perce au 
même point x Je cylindre GIUK. Supposons que la partie de ce cylindre 
représentée sur la figure soit infiniment étroite dans le sens Gll ; son inter- 
section avec le plan tangent mené par Tx et rtr sera l'élément de contact 
des lignes Tx etBxD; donc, si l'arc «cA était un arc de contact, ce p>n 
laisserait , enr la courbe. ErF , des points de la surface donnée au-dessus de 



surface est unrturface convexe; donc, etc. 

11 en est de l'arc M comme de l'arc vx& , et il ( 
arcs MAN, m An; car ces derniers sont évidemment des arcs de contact des 
sphères respectives AR cl Ar avec la calotte uLtOùi. 

814. 11 est clair, d'après cela, que les sphères qoi ont pour rayons de 
courbure les rayons Ail, Ar, des arts MAN, mAn, de moindre et déplus 
grande courbure de la surface donnée, sont celles qui la touchent le plus 
intimement. Et comme ces sphères sont aux surfaces, ce que les cercles 
oscillateurs sont aux courbes (97), on les nomme des sphères oscula- 
Irices (*). 

815. Si la surface donnée, au lieu d'être conTcxc en A, comme nous 
l'avons suppose, était non CQnwre, ou conformée comme la gorge d'une 
poulie, l'un des airs analogues a MAN, mAn, ne serait plus, à proprement 
parler, celui de moindre courbure. 

Pour prouver cette vérité, remarquons d'abord que ci 
ces arcs MAN, niAn, dans une surface convexe, c'est qu'ils ont des co 



rcmeel dcl'autro cité. 11 mil ôcll qucIciiplitTcioKulatricw touchent l.calolloMmN), 
nùnnl lei arcs rejpe etilj H AN, MAa, etqa'ilila coupent suiTanl d'auun courba nui pat 
■cnlpirlçpointA. 



DigitizGd by Google 



L1YIÎE VI. COMPLÉMENT. 



hures entre lesquelles .uni <-<>mp ri relies des aulres sections : car c'est 
de là que résulte leur ;>ru;>i i^L:- deiro des ares d'atloucbcment entre la sur- 
face donnée el les spbcrcs osculatrices. 

Remarquons ensuite quu les arcs qui jouisscut do la même propriété 
sur une surface non convoie en A, et qui en conséquence son! analogues 
i RIO et wAn de la ligure 5, présentent nécessairement des courbures 
situées en sens contraires, et do.it les rayons AR, Ar, sont placés par rap- 
porta la surface donuée, l'un d'un cité de celle surface, et l'autre du cillé 

Or, l'un de ces ares, comme nous venons de le dire, n'est plus celui de 
moindre courburCi en effet, si l'en imagine que le plan normal tourne 
autour de AC, il est clair qu'à mesure qu'il s'éloignera de la po- iLOit .■iiA'; 
ou MAiN, Ja courbure de cet arc diminuera jusqu'à ce qu'elle eliau^e de 
côté* et comme il làculr.i qu'etli- |\is.-e p;n ri-ru , pour que" ce changement 
s'opère, il s'ensuit qu'il y a entre mà et MA, d'une part, m\ et HA, d'autre 
part, deuï sections normales de courbure nulle, el dont les rayons de 
courbure sont conséquemnient infinis (90). 

Toutefois les oui-bure-; milles rie -cioul pris di> limites des autres 
courbures, car les ni'ins de il- eiimluLr.:* indl..- .liant tout aussi bien 
situes d'un cùté de l.i -.-.liï.i.- : que de Liuli e , l- 1 If.- :eront le passage des 



plus grand que celui de mA«, nous conl] une, „us d'appeler MAN l'fllK r/e 
tintimltc. <:<>rtrhr,«'. , el ru\u r, 1 ;'.^ <!/■ yhi> ^miitl,'. t:oiuji<tvç . 
. Cela posé, kl anireni . eo:n:ue it:.i-n I.: 1:.- il'nne Mulacc convexe, que 
le eerele o->cul:ilcLir d'uiii: .-icliuri iLOimalc quelconque ej'A, iw&^cra, en 
tournant sur At, au-dessus de lui. des ares MA, et au-dessous de 

comme dans lu eus piéeedeiil , que l:i larreeiilc au cercle horizontal décrit 
par un ].nïnt quelconque .■ de rrA , luurliàt l'iidcl-icctimi de la surface 
donnée el d'un rslinrlre dmil Ncilieid nput eu cercle pour base: or, celle 
MClioil l'v lindciqin: au :'.ul d éj a UIIU f.jj;«.: ute iiorj /.on! iilcsuc AlM, UHC Outre SUT 
Aal.et pour qu'elle eu eùl eocorc une, culic AM et A», il faudrait qu'elle 
■ ■'i' eiii:. a ■ sections de moindre et de plus grande courbure trois points 



1 Ii:l'"J i:; L, 



fùiir ^l.ucun <!c jl'ï /.'r. 1 :. 1 .-^"? ■rV.-.\.J: v?cut<ilr;ccï , <!'■/,? les raj-aas 

mi.'rïi;.- <o>;f jV.r lurent .L- C"i-iùif J Ail , .\r , u'ïs ., l ',VjV'^.ï twrmtiles VI. Gj. 
MAN, niAn, </e ntnindre et de plus gmnde courbure. *'^ t J 

817. L'arc «iAji «tant un arc de contact de la surface donnée, quelle t, c : 
rm'elle kOÙ i et de la sphère osculalrice Ar, la normale en m à finie de 

ces surfaces c^l rni"i rKiinjn!'; ri l'autre? : et comme les normales d'une 
sphère passent toutes par son centre , il en résulte que la normale en m 
à la surface donnée est la droite mr, menée par le point m et par le 
centre r de la plus grande courbure. On peut démontrer de même que 
la normale en M est la droite MR , qui passe par le point M et par Le 
centre 11 de la plus petite courbure. Donc les arcs MÀN , mAn , de 

niaient peu du point A , en suivant leurs directions , les normales MR , 
mr, des points auxquels on parviendra, rencontreront la normale AC du 
point de départ. 

818. Si l'on s'écarte du point A suivant toute autre direction différente 
de MAN et mAn, la normale à la surface donnée au point quelconque .r, 
auquel on arrivera, ne rencontrera pas AC. En effet, menons par le 
point 3: et par la normale AC un plan ; il coupera la calotte MmNVi 
suivant une petite ligne rx\t , qui sera {'Intersection (81 5 et 8i5) de la 
surface donnée et de la sphère qui a pour rayon le rayon de courbure 
AC de vxAt : d'où nous conclurons d'abord que les normales en x, à la 
surface donoée et b la sphère AC, sont des droites différentes. Par le 
point x, concevons un plan normal à la courbe vxAt; il contiendra tout- 
à-la-fois ces deut normales. Mais celle de la sphère sera la droite qui 
joindra le point x et le point où te plan normal sera perce par Ali, 
c'est-à-dire le point C : or , ce plan normal ne contiendra aucune autre 
droite, menée par le point X, qui puisse rencontrer AR ; donc la normale 

e peut rencontrer AR. 

5 ni An, MAK, de plus grande et de moindre 

ts de ces arcs infiniment peu éloignés du point . 
aie AR. D est facile de déduire de là que ces 
arcs se coupent à angle droit. 
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ri- &. Mao. Supposons d'abord fie lu surface donnée soit nue miâce cyW 
tv driqnc quelconque , et soit ABCDFE une portion de «us surface et L on 
de ta points. De louloi les sections qu'un pjan mené par la normale LP 
peut faire sur ce cylindre, celle dont le rayon de courbure en L est le plus 
grand est nécessairement l'élément BLFj car le rayon de courbure de 
■ cul élément "eal celui d'une ligne droite. Cela pose, menons par la nor- 
male LP un plan JLK, perpendiculaire au plan mené par LP et BLF; ce 
plan coupera la surface cylindrique donnée suivant une courbe JLK : or, 
il est clair que cette courbe s'éloignera pins rapidement du plan langent 
en L, que toute autre sijuéc sur le cylindre; donc elle est de toute) les 
sections faites par des plans menés par LP, celle dont le rayon de conr- 

On voit donc que sur uu cylindre, 1» arcs LAI, LN, de plus grande 
et de moindre courbure, sont rectangulaires entre eu». Il est d'ailleurs 

les normales MQ, NP, des points M et ^auiquek on arrive, rencontrent 
la normale LP : car les droites LP , MQ, normales suivant les points d'un 
mémo élément BLF, sont parallèles et se coupent à l'inGni; et lesdroite* 
LP,NP, normales suivant la section JLK d'un plan perpendiculaire auï 
élément du cylindre, sont dans ce plan et conséqucmmenl se ren- 

11 est pareillement furt aisé de voir que si l'un s'éloigne du point L 
suivant une direction LO, différente de LU et LN, la normale au point 
0, infiniment rapproche du point L, ne coupera pas LP. Eu effet , me- 
nons par Le point 0, le plan jOk perpendiculaire à ni, F; ce plan contien- 
dra la normale Oit, et il sera parallèle au plan JLK qui contient LP : mais 
pour que les droites LP et OR, situées dans deui plans parallèles, pussent 
H rencontrer , il faudrait qu'elles fussent elles-mêmes parallèles; or, le 
cylindre n'a, près du point L, de normales parallèles à LP que suivant 
le; points de l'élément BLF, et le point O, par hypothèse, n'est pas sur 
cel élément : donc, elc. 

8ai. Ceci étant bien entendu, démontrons généralement la propiété 
qui nous occupe. 

n. o. Soit A un point d'une surface quelconque,' el MAS l'are inliniment 
fîj. >. petilde plus grande ou de moindre courbure, de moindre courbure par 
exemple, correspondant è ce point. Concevons , premièrement, par la nor- 
male AR, et par la tangente en A, à l'arc MAS, un plan; ce pion coupera 
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I. sphère osc.il.triM AR suivant un cercle auquel appartiendra Tare in- r< 
Animent petit MAX. Secondement, concevons par le point A, un plan 1,1 1 

gcnÎ, une droite AB, à .angle droit sur MAN; puis menons uno^uitc de 
plans parallèles au plan de la droite AU et de ta normale A». Ces plans 
couperont b petite lune çOnrmnnc à la surface osculatricc AR, et a la sur- 
face donnée , suivant l.'r. an ' infiniment foi il:: M'\1?i; . .VA.-: , , . 
communs à cette surf*» e( à la sphère. Or, le! tangentes MC , AB, ND, etc. , 
menées prtous les points Je l'arc MAK, mamM'Mn, A'An, Klin, etc., 
CTmsidérès comme appartenant à la sphère , formeront une petite portion 
MANDDC de cylindre, don! les lignes de moindre et de plus grande cour- 
bure en L seront AB cl MAN (850). Si donc on prend sur ces ligues 
déni points P et M , infiniment rapproches du point A, les normales MR 
et PS du cylindre, correspondants à rc< points, rencontreront AH. 

Cela pose', imaginons que le point A se meuve sur la surface donnée, dans 
le sens de la tangente AB, c'est-à-dire perpendiculairement à MAK, d'une 

en A, glissent en ri, en se modifiant gratlneBem eut selon la nature de cette 
surface. La court* de contait MAX (lu ijlualrc cl .]>: la surface (lontiw 
prendra nue position >u«u , i ri I ii-,ïiiLi ni |^u <]il]",Vi'::l'' . tr.i ii. i- <V si- 

tuation, de la courbe MAX ; la portion de cylindre MANDBC îaricrn 
aussi infiniment peu, et puisque l'art: An est infiniment petit , la droite Alt, 
normale tout-à-l a- l'ois à la siirtïire niurlic CL au cylindre, ne quittera pas le 
plan BAR: donc la position ar, à laquelle elle s'arrêtera, rencontrera la nor- 
male AR. Donc l'arc infiniment, pelil An, perpendiculaire a MAN , sera l'arc 

ment petits MAX, A'Aa, de moindre et de plus grande courbure, se cou- 
pent à angle droit. 

82a. Supposons maintenant qu'il s'agisse de mesurer II courbure d'une 
snrEuce en un de ses points. 11 fendra d'abord conTcnir du sens rigoureux 
qu'il convient d'attacher à Te* pression de rofirfcHrcirHjicsHr/nce : or, quelle 
que soit la convention qu'un :irlii-i(L', une. surface sphc'riqnc presentrm 
damions ses points la même courbure, et celte cunl L hu^l■ diminuera à me- 
sure que le rayon de la splién- an^mnitcci. Posons donc en principe, ^ ne 
leâCùurburwclct.rplùiess/uil en mina j'mi'iv ilr li-nrs nryara : nom pour, 
rons alors nous enteudre sur les ditTércns degrés de courliiire des surlares 

4... 



ilanl rigoureusement fixé pour les 
taules les surfaces possibles ; car il 
considère une surface quelconque 
infinité de facettes inllniment petites, tes sphères 
de cette surface passeront chacune par de ux facettes 
seules qui jouissent do cette propriété, et presen- 
ires que présente la surface dans le sens des facettes 
que les cwiil^f.' 7 \,,>a en mi'vtin in- 
verse ties rayons îles sphères usculalnces. 

Blï. 11 suit de là qu'en général une surface quelconque n'a, dans cha- 
cun de ses points , que deux courbures { que chacune de ces courbures a 
ton centre particulier, son rayon particulier, et que les deux arcs sur les- 
quels se prennent ces deux courbures , sont à angles droits sur la surface. 

Les cas particuliers pour lesquels, comme dans la sphère et dans les 
sommets de surfaces du révolution, deux normales consécutives serciicon- 



8l4- Passons il quelques conséquences qui suivent des deux courbures 
fi'111,1: suiPjcc courbe , et rju il est imporli-iil ik 1 ii:;e connaître aux artistes. 
ii Soit LPP'-L'" une portion do surface courba quelconque, sur laquelle 

maie à la surface en L. Nous venons devoir que l'on peut passer, suivant 
deux directions différentes , du point L à un autre M ou t', pour lequel 
la nouvelle normale rencontre la première, et que ces deux directions sont 
à angle droit sur la surface. Soient doue LUI et LL' ces deux directions 
rectangulaires en L. Du point M, on pourra de même passer dans deux 
directions différentes à un autre point _\ ou M', pour lequel la normale 
rencontre la normale en M ; et soient MK et MM' ees deux directions, 
rectangulaires on M. Eu opérant de mémo pour le point N, on trouvera ' 
les deu* directions Ml et NV .ce I an p. I aires en pour le point O, l'on 
trouvera les deux directions OP, 00', et ainsi de suite. La série des points 
L, M, N, 0, P, etc., pour lesquels deux normales consécutives sont 
toujours dans un plan , formera sur la surface courbe une ligne courbe , 
qui indiquera perpétuellement le sens d'une des deux courbures de la sur- 
face, et celle courbe sera une ligne de première courbure, qui passera par 
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le point L. Si l'on opère pourle point L*, comme on l'a fait pour le point L, 
on pourra d'abord passer, suivant Jmi directions rc cumguiaiirs, à uu 
nouveau point M' ou L", pour lequel la nouvelle normale rencontre la 
normale en L', et Ton trouvera de même une nouvelle r.,-ric <le y.onJ- 
L', M', W, O r , F, etc., qui formeront sur la surface courbe une 
autre ligue de première courbure, qui passera par le point L'. En 
opérant de même pour la suite des points L", I/", I.'"'. . . trouvés comme 
I,', L",on aura de nouvelles lignes Je première courbure L'TU'TTO'T''.,., 
LIPIIW,.., etc., qui passeront par les points respectiS 
L", L'", L"", etc. , et qui diviseront la surface courbe en aones. Mais la 
suite des points !.. L', 1.", I , |nmr lesquels deuï normales consécutives 
sont encore dans un plan, formera sur la surface courbe une autre courbe 
qui indiquera perpétuellement le sons de l'autre courbure de la surface, et 
cette courbe sera h li^nt ce ïttondi: «r.irbure ; .M, .M', M", M'", etc. , for- 
meront une autre ligne de second.- nui il une, (;iii pi-iera par le point M; 
la série des points N, N', N", H™ 1 . . . , formera- une nouvelle ligne de 
seconde courbure qui pissera par le point N , et ainsi de suite, et toutes 
les lignes de seconde courbure diviseront la surface courbe en d'antres 

835. « Enfin, Ion lui ]<-:< Upici de jnenucrc courbure Couperont a angles 
droili ton ter, Lc : : I innés de seconde courbure . cl ces «Vjx iY.iiuine. de ligins 
courbes diviseront la surface on clémens rectangulaires; et cet effet aura 
lieu, non-seulement si ces ligur-s si.nl infiniment proclies, comme nous 
l'avons supposé, niais même quand celles d'un même sjstème seraient à 
lies distances finies les unes des autres. Avant que daller plus loin, nous 




la courbe, ait sa droite génératrice perpendiculaire à la courbe ; or, cette 
condition a évidemment lieu ici, non-seidement en chaque point de la 

i-inl'!"' JiLiur 'Iri rli-lili'iil il; -.;ii !/ ■:.! . : vl i ni I r.ij lu ■ 1 iiirl.rLlliiT.' , • >■ <;.ii ^, r:ii[ 

-iiiTih;mi . m-!- iii.miii: ]i;n- r.ippfi.t ii e mie la courbe pour une même sur- 
fare cylindrique. De plus, si l'on coupe la même surface de révolution 
par une suite de plans perpendiculaires a laie, on aura nue seconde 



5l8 UVftï VI. COMPLÉMENT, 

suite do sections, qui feront tontes circulaires, et qui seront les lignes 
ilo l'autre courbure i car si par un point quelconque d'une do ces sections, 
on conçoit la tangente au méridien du la surface, et si l'on suppose que 
cette tangente se meuve parallèlement à elle-même pour engendrer l'élé- 
ment d'une surface cylindrirjue, tangent à la surface de révolution , l'élé- 
ment de la surface cylindrique touchera cette surface dans l'arc de cercle, cl 
cet arc sera perpviuliciila-iT 1- il ioi r.: j^mir-aii-ici'. Ainsi, pour une surface 
quelconque de révolu: ion, 1k ligne;-, de courbure sont, pour une espèce de 
courbure, les méridiens de h surface, et ponr l'autre courbure, les paral- 
lèles; et il est évident que ces deux suites de courbes se coupent toutes à 

817. • Si par tous les points d'une des lignes de courbure LMNOi* 
d'une surface eoirrlje, on conçoit de? normale* à la surface, nous avons 
vu que la seconde normale rencontrera la première en un certain point, 
que la troisième rencontrera la seconde en un autre point, et ainsi de 

dans un même plan, forme donc une surface developpable;, ^ni usl p.ukmt 
per[H;nJiC'jljiiu .'1 la .-.iiiïicc cnni , et. efeii la coupe suivant la ligne de 
courbure. Celle li^eic .1.; cn.eHi'.iic client ;;:.,i. -nn'rme partout perpendi- 
culaire aui normales qni composent la surface déïeloppable , est aussi 
une ligne de courburo de cette dernière surface. L'arctc de rebrousse- 
ment de la surface ricvelotipalile;, an'-ti; j|m ist licence par la suite des 
points de rencontre des normales consécutives, et a laquelle toutes les 
normales sont tangente, est une des développées de la courbe LMNOP; 
elle est le lieu des centres de courbure de tous les points de cette 
courbe, et elle est aussi celui des centres d'une des courbures de la sur- 
face pour les points qui -sont sur la ligne LMNOP. Si l'on fait la même 
observation pouf toulcs les autres lignes de courbure de la même suite, 
telles que L'M'N'O'F, L"M"iVO"P", etc. , toutes les normales de la surrace 

développbles , toutes perpendiculaires à la surface, et le système des arelcs 
derebroussement île toutes n:s suriar.-i il ( ;vi!lo|i:>:iti!i-H . formera une surface 
courbe. qui sera le lieu de tous les centres d'une des courbures de la sur- 
face courbe. 

11 Cequenons venons de remarquer pour nne des deux courburesde la sur- 
face, a également lieu pour l'autre. En etfet, si par tous les points L, L', L", 
L™, etc., d'une des ligues de l'autre courbure, on conçoit des normales 
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in bon résultat dttnalvw.qtzi dcmn^ridendurestan dont les l]ljsui>r>ient lescoorbuns 
d'une .u.tKc^nifflonlrw.L'utnilddVI^fa^odol'ileibTtiMl^dcl.GéomtlM.jt 
qui cal employé dam 1e li». o. dela&yenc* dudmin. ■ . 

CoflCOTUDI dîna l'espace trois plana rectangulaire* entre eux h l'un AB parallèle an plan Pl. ». 
THtiml.l-auUeA'B' parallèle au pl»nlioriwn«t r et le lioisu-mc(llE,FG)perp*ndkuliire Fit- i- 

coupcront luirint les treia droites (AB, ifS) ,(DE, C"), [C, FG). 

. Soient (CB, CE'), (CD,C),IC, CF), trois lignes données, (CB, CB) I. plus grande 

el |C, CF) la plus petito, et portons ca ligna de pirl el d'eutre du point (C, O.sur te. 

ligues «specti.H C*B,*'B1,(DE,C},(C, PG> Elles détermineront les Irai, ligne» 

(AB, 1B'),(D£, C], (C, FG), dont le. grandeur. Mil reapecliremenl iloublei de 
(CB.Cff), CCD, 0,(0, CF), et que ami appelle™. le. fr™*)™* oi JW,î>- 
viai (638). , " É , .-.jr*. . 

Imaginera maintenant troi. ellipses, lipremiere A 1IBE pissant Bar les quatre ealrémités 

passant par les quatre extrémités du grand Hieeldu pelilase* la troisième enfin nui passe 



un plan se meut parallèlement au plan A'B'de l'elli 

horiaàntsl qui la cunticut, ust la géntutrice d'une surface k InquelLe on do 
i'Blliptu'df, parce qu'elle ne peut être coupée par un plan que luisant uneell 
Les si* point. (A, A'), (S, H'), (D, C), (E,C), (C, F) , (C.O), A, 
, u ™eUdel'ellip»i4e.(C, C) nmnnffl, et 1t. lignes que nous irou. a, 
principaux, et ellipses principales , en août en effet les aie. principaux et 
principales 

se tuou'ait parallèlement 1IW . 
donne letuuvcn de con,trMii.: r. . oui:-- --■ .■! Il [piques passant par un pe 
l'ellipsoïde, et d'obtenir immédiatement [puisqu'on sait nu 
courbes (8 ;4) ] leplan tsngenlen ne point. 

fljD. Sideuide. lies principaux dcccltc aurlâec dcscnaicnt c^ 
Ljuud.ux dci ellipse' principale, aéraient égales entre elles; que la tri 
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3 D'abord c.crupoua-r.nnfde.rslli pie an.il i.iw UO>. 

« Soient ADBhinioitii delà granle ei:; i :s..l„,r.i ( „>l. ■,.,„ par Ira □jimoea de 

lawilln lurhaiueBi F, ¥,ks tojcn; AVeloquaHiiol'cllijoo Tcrticalo demi le plia |m 
par AB; I,t, ta tvjtrs; MTE l'ellipse uui pan par HD, il/miimli 
comtrnlro le point O' on porte.» B[ et K.F iur IMn ils , de Kcnf ' et F 1 ; on 
Et parle point F on lui meaen une paraHele FO', oui, par ion tnleiiceliuiia» 
.xlrmii liera I- fuinr <)'. Ile m.'nir n. i.-.r!.',-.. !■ r - .:r l'j.ul,— : t<; île F. .'il/ ; llr i 
I. ,lniire/-D,et|Brl !pl ,l nl F,<.nlui mener, une parallèle H, ipii.par H reucon 
I'mc KDprol.insi, ilélrrniincul» joint I.! 



.SlCl.CÔ'.qusl'ollipMlJO'. 

H50. Etant donnd In point S, coiulruiiom actuellement le poimS.,oi.^ceiiui rraicot 
Vif. 1. «u même, 1 IîjiI il. lira; te r niir 1( , sur h es, i. ointlruisoiM lu poinFP. 

Du point R on aliaiisen jur ATI h perpendiculaire HT] on mener, la droit? r'T, 
et li Amila FT nicuéo par le point F, pareil élément à (T, déterminera aur Ail le point 

[i f . 1. SSi. l'aisons cnl.ji à la c.-nlnicli Kl .!.: l'iLinic verticale «trlf. 

H S . a. 1. Soient .Ml le t. 1 ;.v .1- l'.lll]. ..-.,.1-; RI) I, , jë <]c IW fflrrrn>; KEla moïliédu. 

petit aie; F, F, ifs Ki"i .II; l.i rurale Ml i|-sc . .but m. n vrnrf.isnle le quart par ASD ; 
F.t.lei foyer i'elïhw ,..e,n- nr MIF , ri / 1111 .le. lu'.-r, Je ■« petite ullipae IHIe. 

slc.deKenFclf^ouinener. FFlfct par te point I" la par^IsfX.nui, par «reL 



853. Ces deux branches des Matlicmaticjucs, l'Analyse et la Géométrie, 
on I chacune des avaritiiuvi panirtilii'is cl une el%inee uui leur est propre.' 
L'Analyse conduit au Ijut ai. lilutunwiil , cil.: donne: tics résultais dont 
h scuéralkii s'cleml aussi In'ui .|tn; l'iui^ituLkiii; =0:1 élégance résulte de 
la facilite et de là rapidité de sa 



rigueur cl 



, le le sujet que L'on traite. La Géométrie nu 
des conceptions dont la généralité, Comparée à celle de l'Analyse, est crlre- 
mcincnt Woce; sa marche est incertaine et lout-à-fiii dépendante du 
plus ou moins de péiiét ratio:! du celui qui l'emploie : tuais elle n'a rien de 
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SIl'mpttiulIsnTtmFM^ilimoitiiitFD onam-a FM = FM, «lu m™, Pl. 65. 
mW, tlc.^, fV,™^™»™.! le. deui point, et Bd,k courbe .ilu» ,ar k F * ■■ 
droite OB', tierce par 1b Milieu C dîl point. F « F' , pQpuodicukirr.nent à FF. Si en- 



re point., tid. que M , H' , M - , ! 



couperont ti droite Ai' 101 forera F et F. 

SSo. Le point C, oh se coupent lo aies, jouit de 11 propriété 1 Djutipir on point quel' 
connue M' de Vellipse on mené k droite STC, ellt ira rencontrer celte ellirue en un point 
M*, el qu'on aura CM' = CM*. 

Ce point C, ri en générA tout point ggf lirtto opnUei égalai tonte, lai droite, tsr- 

l~ da KiM , et clmquc droite M'M", mener par le centr. , celle de nWif 1™. 



le. droite. AB , ui , ..mol paralklea, et n l'on augmente Fetuelle de k plu. petite du. 
k rapport de AA' à on', il cil etident qu'elle coujcidera arec k plue grande. On appelle , 
par cette raison , oa «llipaei de> courba ..mibbb.. 

8Si. De l'nimUf, Si l'un. inuu>inf qu'un poinçon M « meurt le long d'un fil pu- F 
»nt pur lei pointa F M F', et rarkUe de lon 6 ueur tellement que k diîïrence de. juav 

ligue MAM' . . .WA'AI" que l'on nomme une AysnèWr. *" 

ha point. F et F' Appellent M>»n, et lu droite. MF, MF, menée! de. fojen i 
un poinl M de k courbe, e'appellnit la rvjoiu trefrurr de ce point, 

861. Pour couBruiro l'hjperbole on mènera k droite FF; on prendra mr cettedroite, 
à partir d'un forer et en allant .rera L'.utra, la longueur FDi laquelle est égale la jif- 
ne point ; rëlajait, arec un rayon Fp, an moiru 



■M qu.tru point. M,nr,ir,M-, ap 
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q.Am ail» la d»il« "Pj , iHHlUt* à I» dircolriec BD , «11c droit* aJfèti Ici ne S* Cl 
*™, -V, en dm prit!» M « M', 4e ' ' ' 



I T ,,ifiH M ni M', ,- ? :„»,f ,tn i-nint F rt .11- III) , « :ip- 

iill). rjribolc. Maires cela II m a'ii iMtcuir du |.-,.i.r. 

on <lc l'ellipse [856) ol otUo de I. parabole , on 



triingln >n>l«gu« • A FI, AH', le rapport .Un 
«nipcnnlli parallèle aiu nlrtaiEc, I si 1' diiporunilrt.ConmuKrai donc une para- 
bole MÀM 1 cl un a.e AX, cm «t,r. consCrbice son [raranièlre 1T, laque! déterminera t< 
iojnF. 

S7iQ D rfi 1 ns»i™ii«pjimtt™lI^;/,dcdmpsri! 1 <.lHMSA«'li;iN,,A I ,,. 1 '. t !o,.! 
J - : -.« BDft WMMlMdii^nocI,lalri«n l (lclAFl',A/i',>™illlt,o|onr J 4CmliWiW 
■■ " •»iivji™dîmrrlr[|.i;^l , ,-, i^l:.,l..r.-,|l,,, |,r;ir,p,tt C ra PI wrl,lclI'i.ï 
m, -ponr qu'elle «rient lupcrpo-al te : donc fonds, t.'i p.iWi'. 
rtd, o> .Venelle! ne mot qrfone «nlctl Hi'nMon«I««P[»rtfciu! 
ilci acuaiici nnieranlci 

B 7 3. Dm liMqOM * ridji», Arhyfni^, ^iU. par-bol,. Ln Imii court* 
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meairtradrailaM, njoneVn.rlsuointC pa- PI 
iquidflcrmincnt celle dernière droite, etnnu* >'■ 
urla pcrprnd.iculaira AP , à une di,t;ii;n:, AlMr 
I. [ri.iiïto f-F'i. at «subkLIe à FFG. «I 
iCi^lFC =-i FD = CA; d'oliil: 



C-l, . i' ,-,1 f..,il'- .1 ..l.l'.-.LÎL- I-, !.,„-..:.■. !■...(...;. IL. VI- ■■, 

l'anglo dm rijom lecteurs en 0>u! partiel égalée: copi.joni But les droites l'L, Fi; i 
/«ment un trianele i™-],! d„nt k bas,: c.it 1--G; la droite. CS joint le milieu » ,' 




lflI.Mi.il .ju,. I.. , „ w .r.i. :, , ,:.. T1 „- ,liïijer leurium)flenoeuiparuei égala. , 
elle roiscide avec lu droite deia obtenue XII. 

88». De ce que le. angle* T.HD, TMb' t «ont égain , et d< ce que I3MT et rTM sont 
alterne, interna, il a'cnauit uuo TJJr'=rTM, et o,oc le triaiudc TFH est Ucaeele, 
te qui donne FT = FM. Pour j.oir I. langenle en 111 à II parabole | il but dune porter 
le c.jronTeoteur FM en FT , cl mener TW. Cette propriété ra npiu en fournir une antre 
forl moelle j mail mot île la démontrer, il faut que nous ranima connaîtra le ruojen 
qu'on emploie ordinairement pour dcler]:.; iili 'cl j.-ciili'ji'! ilu liirera pointa lituca aur 

SSt, Ou uaànoai.r ce plan dent droit» AX. A.T,et« étant un dci point» doulon Pi, 
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lire i ht, que irfG = mC. Or, pour 
Ha'an pomT mobile l'éloigné égjiTrmriil de dcui plan» Et» , il faut qu'il w manw duu 
uopUn qui iliVLieen parti.» (gilBl'.iiBlL! lit «■ dpm pW; joui In ici" poinu (A, A'), 
(C, C), «mt auu su plu incliné i Sfi Jcpdi a™ la pkni de proj«t™- » ™m 
lsi ae U Œwlis (ABC, A'B'ff), il i , auoI>qi..«Wt 
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m pane pu- le point A , h seclion sera PI 



bue ua cercle, celle partit de l'espace sciait évidemment le solide eitcrîettr eu 



gsi. CWsjj>m3. 1] mit de U que lout plan mrnd por le sonimel d'un cCnc cjl 
tancée' n en cane, nr 11 nt Facile de ineuerdan. ce planai par ce sommet, deui droite, 
qui soient les tancenlca a ce sommet ; il est crident même f d 'aprea ce qu'on *icnt de 
voir, qu'il y a une i nielle de manière, de mener ce. deui droilM. 

5Tp.p«™«-™ ne .oit ï.>'^î™ï« »•*■ plan mené par le saninot d'oc cor* ei. 
une facclle conunnnB avec ce conn r Mail puisque œ plan contient une infinité <lc lan- 
gent» au seniuiet, il «I du» le mime cas que lu aelrcs plan, langées; i) contient les 

t". Parce que toutes les (ingénies à une surface, en un de les points , ne sortent pas 
d'ordinaire d'un soûl et même plan, qui cal le plan tangent correspondant à ce point ('ili, 
tandis qu'Ici toules art tangentes forment un solide, Pour eipliquer celle nourrlle singu- 



langenle. qui forment un solide eilcrieur bu cône. En considérant on outra' byperEe- 
ptoles les asymptote, de l'hyperbole génératrice précédente, cm verra nue ai En aies de 



tintai .ldl<3çelr« possibles qui paSF 



p7apriiliiB<ngulîèrn, uni torlM d'tmj>r>"ilr dr ctlït* 

3: Enfin, parce que le. commençais prennent l'idà des plans langens, lonnyili ne 

qui te. conduit à penser que m plan, ne »ct jamais coupa». C«t une «rare «reur 
dt n ,tnon..rouep.rlopr^c™nl{a45,3oa,etc.). 
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